j V*- 1.. ^ >’‘;/“V 





SXJR 


LA PHILOSOPHIE 

DES MATHEHATIOVES 


PAR 


JULES RICHARD 

Docteur es sciences Math^matiques 
Professeur de Math^maliques au Lyc6e de Dijon 


PARIS 

GAUTHIER- VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU BUREAU DES LONGITUDES, DE l’^ICOLE I'OLYTEOHNIQUE 
i5r>, Quai des Grands-Auguslins. 


1903 







INTRODUCTION 


La philosophie des sciences, niAiuc eu so, boo 
nant k celles de pur raisonnement, rcnbu-nio nri 
tr^s grand noinbre de questions do naluia's divor- 
ses. On peut se placer k des points do vuo tn'>s 
diddrents. 

Da.ns ce travail, j’exarnine d’abord les rbglos do 
lalogique... Je raontre comment, par la deduction, 
onpeutfaire sortir d’un petit nombre do priiioi. 
pes, une infinitd de propositions nouvclles. 

Dans une seconde partie, vient I’dtudodes priu- 
cipes de la gdomdtrie, et en parliculier du poS ‘ 
tulatum d’Euclide. 

La 3® partie contient diverses questions sur 
rinfini,le continu, I’univers, la niati6ro. 

J’examine ensuite certains points rolatifs h diC- 
fdrentes sciences. Si parmi ces sciences, 1 analyse 
n’occupe pas une place en rapport avcc son im- 
portance, cela tient k la difficultd de faire com- 
prendre k ceux qui n ont pas 6tudi6 cette science, 
les rdsultats auxquels elle parvient. 

Un chapitre dtendu est consacrd passer on 
revue les principales applications des niathdmali- 
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ques, un autre plus court au r6Ie cle la science 
dans renseignement. 

Je termine par uue note de math6matiques sur 
la g6ometrie projective. 

II ne faudrait pas consid6rer ce livre comme 
une sorte de petit trait6 d'ensemble pr6sentaut 
une unite et clierchant a faire pr6valoir certaines 
id6es. Chaque cliapitre est en g6n6ral peu li6 
aux autres et forme presque toujours un tout k 
pen pres complet. 

J'ai 6vit6 autant que j’ai pu, de faire usage de 
th6ories connues seulement de ceux qui s’occu- 
pent sp6cialement des math6matiques. J'ai quel- 
quefois rappeI6 des definitions que presque tons 
mes lecteurs devront connai tre. 


premiere PAIITIE 


LA LOGIQUE 



CHAPITRE PREMIER 
LES REGLES DU RAISONNEMENT 

Les logiciens d^iinissent, d’une fagon plus ou 
moins satisfaisante, le sens des mots : idee, terme, 
jugement, proposition, raisonnement, etc. 

Or, il est impossible de tout d^finir, car pour dd- 
fmir un mot on emploie d’autre mots, et ceux-ci a 
leur tour devraient 6tre d^finis. 11 y a cependant un 
moyen de sortir d’embarras : on expliquera le sens 
d’un mot en montrant I’objet design^ par ce mot. 

Appliquons cette methode, pour indiquer ce qu’on 
entend par jugement, proposition. Si, voyant un 
cheval, je pense: ce cheval est noir, cette pensee 
constitue un jugement. Ce qui caract6rise un juge- 
ment, ce qui le distingue d’une autre espfece de pen- 
s6e, c’est qu’il est forc^ment vrai ou faux, line pro- 
posifiow n’ est autre qu’unyMp'emenf exprime soit par 
la parole, soit par l’6criture, soit de toute autre ma- 
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niere. Quand je dis, quand j’tois : ce clieval est 
noir, je formule une proposition. 

11 faut distinguer differentes especes de proposi- 
tions. Je les nommerai faits absolus, fails relatifs et 
propositions generales, ou lois. 

(( Henri IV fut assassine » est im fait absolu ; cette 
proposition est vraie ou fausse : il n’y a pas plusieurs 
cas possibles. 

« Ce clieval est noir » est un fait relatif; il pent 
^tre vrai dans certains cas, faux dans d’autres ; I’ob- 
servation permettra, dans chaque cas particulier, 
de^s’assurer si le fait est vrai ou faux. 

(( Ce triangle a deux c6tds 6gaux » est un fait du 
m^me genre. Si le triangle en question est trace sur 
une feuille de papier, une petite experience faite par 
exemple avec un compas, permettra de contrdler ce 
fait. 

(( Si un triangle a deux cbtfe egaux. il a deux an- 
gles egaux » est une proposition gen^rale ou loi. 
Une telle proposition exprime, on le voit, une sorte 
de liaison entre deux faits. Si un premier fait A est 
vrai, un second fait B est vrai. Le fait A se nomme 
antecedent, ou hypothese, B se nomine consequent ou 
tJiese, Au lieu de dire si le fait A est vrai, le fait B 
est vrai,. on pent dire : Le fait A entraine le fait B, 
ou, le fait A impliqii& lei ikii B. Nous nous servirons 
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du verbe mp%uer, qui est fort commode. Nous di- 
rons A implique B : Cela a le m6me sens que : Si A 
est vrai, B est vrai, et a I’avantage d’Stre plus court. 

Supposons que le fait A soit vrai, et que A impli- 
que B : alors B sera vrai aussi : Je dirai A est vrai, 
done B est vrai. C’est Ifi un raisonnement, le plus 
simple qu’on puissfe faire. Avec le logicien anglais 
Peirce, je nommerai cette espece de raisonnement 
une inference. 

Pour que I’inference soit Idgitime, il faut : i° que 
le fait A soit vrai ; 2° que la proposition gendrale 
« A implique B a soit vraie : alors on pourra atflrmer 
le fait B. 

Par example la gdomdtrie m’apprend que si un 
triangle a deux c6tds dgaux, il a deux angles dgaux. 
J’ai sur le papier un triangle, et je m’assure, k I’aide 
d’un compas, qu’il a deux c6t6s dgaux. Je puis des 
lors affirmer, sans mesurerles angles, que ce triangle 
a deux angles egaux. C’est la une infdrence. 

Il y a une espece de proposition generale d'une 
nature diffdrente, et consistant a affirmer qu’il y a 
des cas ofi un fait est vrai ; Example : Il est possible 
de construire un triangle ayant un angle droit. Nous 
noramerons de pareilles propositions des possibilites. 
Au sufet de pareilles propositions, on pent faire une 
remarque qui est importante. 
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La proposition que je viens d’^noncor ponrrait en- 
core se mettre sous la forme suivante : « Le fait 
qu’une figure estuu triangle, n’implique pas qu’elle 
n’ait aucun angle droit », d’oii il rdsulte qu une pos- 
sibility peut s’ynoncer sous la forme « A n’implique 
pas B )>. 

Considorons doux faits A 6t B ; on pout considdrer 
les combinaisons suivantes : 
lo A est vrai, B est vrai. 

A est vrai, B est faux. 

A est faux, B est vrai. 

A est faux. B est faux. 

Dire que A iniplique B, c’est dire que le second de 
ces cas ne peut avoir lieu. Dire que A n’implique pas 
B, c’esLdire que ce second cas peut avoir lieu. 

Le petit tableau precedent peut 6tre utile pour re- 
tourner les propositions. Supposoas que Aimplique 
B, alors la faussete de B impliquera celle de A ; c’est- 
a-dire que si B est faux, A est faux ; en effet, le cas 
n® 2 du tableau ci-dessus 6tant impossible, ilne peut 
arriver que B soit faux et A vrai. 

Au lieu de dire : Si B est faux, A est faux, je dirai : 
NonB implique non A. {Non A designe la negation 
deA.) 

Nous appelons proposition directe, celle qui nous 
sert de point de depart, a savoir a A implique B » , 
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Elle conSiste, nous Favons dit, anier la possibi]it6 
du cas n° 2. 

(( B implique A » est la reciproque ; elle consiste a 
nier la possibilite du cas ii° 3 ; elle peut aussi s’enon- 
cer : (( Non A implique non B ». 

La contraire est : (( A implique non B )) ou « B im- 
plique non A )), elle consiste a nier la possibility* du 
cas n® 1. 

II ne faut pas confondre la contraire avec la con- 
tradictmre. La contradictoire de a A implique B » 
c’est : (( A iFimplique pas B ». Elle consiste k affir- 
mer la possibilite du cas n^ 2. 

Ces definitions n’importent pas beaucoup, pour 
F6tude de ce qui suit. Montrons maintenant, par un 
exeinple simple, emprunte aux premieres proposi- 
tions de la g6omelrie dans Fespace, ce que c’est 
qiFune demonstration. 

Je vais demontrer la proposition suivante : 

Deux droites paralleles k une troisiyme sont paral- 
leles en.lre elles. J’admets les propositions suivantes, 
qui dans les cours de geometrie, sont d6montrees 
antyrieurement a celle que je considere, 

L — On peut tou jours mener des plans perpendi- 
culaires k une droite. 

IL — ■ Si deux droites sont paralleles, tout plan 
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perpfediculaire a Tune est aussi perpendiculaire a 
Fautre. 

01. — Si deux droites sont perpeBdiculaires a an 
m^me plan, elles sont paralleles. 

La proposition que je veux d^montrer se compose 
d’une Iiypothese « Si deux droites sont paralleles a 
une )) et d’une th^se : (( Elles sont parallMes 
entre elles )). J’imagine un cas on Fhypothese est 
vraie : Je considere trois droites D, D', telles que 
les deux dernieres soient paralleles a la 1^’^, et je va.is 
faire voir qu'elles sont paralleles entre elles. 

J'ecris mes hypotheses. 

(a) D est une droite. (d) D et D' sont paralleles, 

lb) D' est une droite. (e) D etD" sont paralleles. 

[c] D" est une droite. 

Je puis toujours considerer un plan P perpendi- 
culaire a D, d'apres la proposition generate I ci-des- 
sus. Ceci perinet d’adjoindre aux hypotheses la pro- 
position (f) P est tm plan perpendiculaire d 1). Quand 
on adjoint ainsi une hypothese nouvelle h celles 
deja faites, elle se nomine hypothese construe-' 
lion. . 

Maintenant, la proposition generate n*" II me per- 
met de faire Finferenee suivante : 

D est line droiteFD^est une droite, D et D' sont 
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paralleles, P est perpendiculaire k D, done P est 
perpendiculaire a D'. 

J’ai ainsi ce nouveau fait : 

(g) P est perpendiculaire k D' 

La inline proposition gen6rale K pennet de faire 
rinference suivante : 

D est une droite, D" est nne droite, D et D" sont 
paralleles, P est perpendiculaire a D, done P est per- 
pendiculaire k D". 

D’ou ce nouveau fait : 

(h) P est perpendiculaire k D" 

La proposition generate n® III pennet maintenant 
rinference suivante : 

D' est une droite, D" est une droite ; le plan P est 
perpendiculaire k D', il Test aussi k J)'\ done D' et D ' 
sont paralleles. 

J’aboutis ainsi a la proposition : 

{k) D' et D" sont paralleles. 

Cest ce quil fallait d6montrer. 

Ayant ddsigne tous les faits par des lettres, nous 
pouvons resumer ainsi la demonstration. 

Hypotheses ahede. 

Construction f [Faite en vertu de la proposition 
gendrale 1]. 


10 SUR I.A PHILOSOPniE DBS MATHEMATIQt'ES 


10 Inf6rence abdf Aoac g [Ea vertu de la proposi- 
tion gen^rale II]. 

2° Inf6reQce acfi/’donc h [En vertu de IIJ. 

30 _ bcgh done k [En vertu de III]. 

De I’exemple precedent resultent les remarques 
suivantes, qui constituent en quelque sorte, la veri- 
table th^oric de la demonstration. 

Pour demontrer une proposition : A impligue B, 
on s’imagine place dans un cas oil le fait A est vrai . 

L’hypothese A peutfetre d6composee en plusieurs 
hypotheses partielles abede. 

Une ou plusieurs proposition geuerales expriniant 
des possibilites, permettent d’adjoindre h ces hypo- 
theses, d’autres fails, tels que /, nommes hypoMses 
constructions . 

On fait ensuite une s6rie d’inf6rences, en n’admet- 
tant jamais une proposition, que si elle est dans les 
hypotheses primitives, ou dans les conclusions des 
inferences anterieurement faites. De plus, chaque 
inference doit ^irejustifide par une proposition 
rale. Enfin, la conclusion de la derni^re inference 
est la these k demontrer. 

Je vais insister sur ce point important, et qui sem- 
ble au premier abord paradoxal. La d6monstration 
est une sorte de mecanisme, ne supposant pas la 
connaissance des objets dont on parle. Dans la dd- 


LES REGLES BE RAlSONNEME!N'r 


I I 


moQStration precedente on a des objets qii on ap- 
pelle des droites, d’autres qu’on appelle des plans. 
Pen iniporte au fond la nature deces objets. Enlre 
deux droites il pent y avoir une certaiue relation 
qu’on exprime en disant qu’elles sont paratihles. En- 
tre une droite et un plan on pent avoir une certaiue 
relation, que Ton expriine en disant que la droite 
est perpendiculaire au plan. La nature de ces relations 
iinporte peu. Ce qui iinporte, c’est que ces relations 
soient telles que les axiomes 1 , 11, HI soient vrais. 

Cela 6tant, la demonstration prdcddente est par- 
lailement valable. 11 pent arriver, qu’en changeant 
le sens des mots, les principes restent vrais. Alors 
les demonstrations fondles sur ces principes res- 
tent vraies aussi, et les consequences restent vraies 
avec le nouveau sens des mots. 

Pour donner un example, la geometric dite pro- 
jective reste vraie quand on change le mot point 
dans le mot plan et inversement ; k la place des 
mots « droite joignant deux points », on doit mettre 
« droite d' intersection de deux plans » et inversement. 
A la place de « plan passant par trois points » on doit 
mettre a point de rencontre de trois plans » et inver- 
sement. Chaque proposition en donne ainsi une autre 
qui en est en quelque sorte la traduction. C est ce 
qu’on nomme le principe de Dmliti. 
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. Imaginez deux personnesdont rune nomme pomt 

ce que I’aulre appelle plan, (etme wna),&l supposez 
que ces deux p'ersonnes dLudient ensemble lageome- 
trie projeclive. Elies croiront se comprendre parfai- 
lement, tandis qu’en realite. quand I’une (^noncera 
une proposition, I’autre enlendra la proposition qui 
lui correspond par le principe de Duality, et qui en 
est, comme it vient d’etre explique, la traduction. 
Cette proposition est souventappelde correlatm de la 
premiere. Apres cet exeniple, revenons aux rPgles 
gen6rales d6 l3 d^tnonstration. 

II faut distinguer une demonstration d’une simple 
inference. Une. confusion de langage tres souvent 
commise, rend obcur.s la plupart des Irailds de lo- 
gique. On ddmontre une proposition gdnerale en se 
servant d’autres propositions generales. Nous avons 
ddmontrela proposition « Sideuxdroites sont paral- 
leles a une troisieme, elles sont parallbles entre el les » . 
en nous servant des propositions gendrales (I) (II) 
(III). Nous pouvons dire que des propositions I, II, 
III, nous avons diduit notre proposition. DMuire 
c’est passer de propositions generales, une autre 
proposition generale : Infirer c’est passer d’un fait ci 
un fait, en vertu d’une proposition gdndrale. , 

Dans le langage courant, et dans la plupart des 
traites on einploi.e le mntd^duire dans le sens que 
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nous lui donnons ici, et quelquefois aussi dans le 
sens d’inf^rer. La confusion produite amene celte 
consequence assez singulifere. On arrive a tenir le 
m6ine langage que si la deduction permetlait de pas- 
ser non de la loi h la loi, ni du fait au fait, mais de 
la loi au fait, et on lui oppose une autre espece de 
raisonnement, ou plutdt une autre maniere de d6- 
couvrir la v6rit6, en usage dans les sciences physi- 
ques. nommee induction, et pennettantde passer du 
fait a la loi, 

Une autre confusion esl :produite par le sens tres 
Ilou que I’on attache aux mots propositions gdn^ra- 
les, propositions particuli^res. Prenons ces deux 
propositions, « tout honime est mortel, » « quelques 
hommes sont blonds ». La premiere, selon la logi- 
que d’Arislote, est gen^rale, ou plut6t unwerselle, 
la seconde est parliculihre. Pour nous, la premifeie 
est generate, la seconde egalement, mais cette def- 
niere est une possibilite. La premiere peut s’dnoncer 
ainsi : « Si quelque6tre est homme, il est mortel », 
la seconde ; « quelque 6tre est un homme on ne 
pent pas affls'mer qu’il n’est pas blond » ou en 
core, « Un tel estun homme implique un tel est mor- 
tel » « Un tel est un homme n'implique pas un tel 
B’est pas blond ». 

D’autres fois on prend les mots « gdndral, particu- 
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lier » dans un sens relatif, quand on dit qu une pro- 
position est plus ou moins gendrale qu’une autre. 
Ainsi : <« Touthomtne est mortel » est une proposition 
moins gdnerale que celle-ci : « Tout animal est mor- 
tel. » Soit une categorie A d’objets, et une secoude 
catdgorie B, tel que tout objet de la categorie A ap- 
partienne a la catdgorie B, sans que la reciproque 
soit vraie. Ou dira que la classe A est contenue dans 
la classe B. Dfes lors une propridte des objets A sera 
moins gdnerale qu’une propri^td des objets B. Ainsi 
la categorie des hommes est comprise dans celle des 
animaux. Dans le raisonnement suivant, appele syl- 
logisme, et sur lequel nous reviendrons ; « Tout ani- 
mal est mortel, or I’homme est un animal, done 
I’homme est mortel. » On passe d’une proposition 
(( Tout animal est mortel, » d une autre moins gene- 
rale « tout bomme est mortel ». C’est dans ce sens 
que I’onpeut dire: « On conclut du g6n6rat au parti- 
culier », et comme la plupart des anciens logiciens 
ont pris comme type ce raisonnement ou quelqu’au- 
tre semblable, ils ont cru pouvoir affirmer que dans 
la ddduction onpassait toujours du gdndral an parti- 
culier. 

La faussete de cette affirmation va ressortir des 
exemples suivants: 1° En partant de trois proposi- 
tions gdneralesi, II et lll, nous avons ddmontrd la 
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proposition « Deux ciroites paralleles a u.u- • m ! 
parallels entre elles a.U's pn.posiUous 1. it, HI., no 
Lnentdes droites el do.s plans, la prupos.lu.n de 
montree no concenve que des droilos. La deuH.ustra 
tion a eu ea quelque sorlo pouf etlel <rMrr I nke 
de plan entre les propositions I, II, HI ■ I*«>‘1 '*'* ‘ 

•que ces dernieres onl une p:6neraHtt‘ supeneure a 
cellede la proposition ddinonlree. Non rorles : .dies 
ne concerneut pas les monies olijets, il n'y [.as do 
comparaiso'n possible. 

On ne pent pas dire (lue Ton [tasso <Iu nnSmo uu 

mtoe. ll faudrait pouvoir mesuror lo dop;ril do gd 

n4ralit4 d’une proposition ; or c(da lu. pt'ut so fairo 
quand les propositions necoiuicnusut pas los nuDiios 

objets. 

L’exemple suivant fera ro.ssortir d taio layon iraii 
pante la faussetd de ramnuution ([uc je oonlosD' 
ici. 

Admetlons celte proposition « Dans ions inan* 
gle rectangle la sommedes angles vaut deux droits .. 
Je vais ddinontrer que la proiiosition osi onoon. 
vraie pour un triangle quelcoiuiue. 

Soil un triangle ABC: du sonuueiA abais.sons AD, 
perpendiculaire sur BC. II y auraitdeux oas a di.s 
tinguer selon que D tombe entre B el C, ou non. Je 
ne consid^rerai que le pronner cas, l(. so.eond oas k<. 
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traiterait aussi facilement. Le theoreme enonc6 est 
vrai pour les deux triangles ADB et ADC. 
c’est-a dire que Ton a : 

angle B + angle BAD + angle ADB = 2 droils. 
et angle C + angle DAC + angle ADC = 2 


A 



en ajoutant et observantqaeADB et ADC sont droits : 
angle B + angle BAD + angle DAC + angle C + 2 = 4 '' 
mais la somme des angles BAD et DAC, c’est I’angle 

A du triangle : 

done B + A + C + 2 = 4 

ou B + A + C = 2. 

La proposition est d6montr6e. Pour abrdger, je 
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leurs l,ypotl,te.^s f„n..A-a .la ,,l..»i.'..Pa 

dire nouvauts’enone.oruinHi ; 

Si les fails AUCD soul vi-ais, la fail K f«l vra , »h 
encore ; les fails ABCD impli<iuw)l K. 

Le fail coinplexe ABCl), compost .las quaU*« fai « 
simples A, B. C, D, ayanl limt simullaiuSmaitl. a 
nomm6 par dilterenls logicieuH, la pinahut th- < •<« 
fails. Eu voici la raison. En arillnurti.it.a, l>n‘» 
cju’uu produit de plusieurs faeteurs soil »«1. >1 f-«"> 
et il auffil que I’an <lcs faclaurs la soil. Or. nn m 1 uu 
exprime par A = o rimpossihilitr <l>i la>i P'’"> 
que le fail complexe AltCO nr puisM. ;n..ir turn, it 
suffira que I’un dos fails simidcs ABCU nr pnisM* 
avoir lieu, on aura done la luAmr pnq.riH.' qu'.-a 
arilhmeliquti. 

Le produil logique s’exprliuo dans le laiiKaffr nr 
dinaire par la conjoncllon ft. 
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Lorsquela these estun produitlogique, oiipeuttou- 

jours decomposer la proposition en plusieurs autres . 

Ainsi la proposition « ABGD impliquent E et F » 
est en realitd double « ABGD impliquent E, ABGD 
impliquent F. » La conjonction et dans la these, n a 
d’aulre raison d’etre que rabrdviation, elle est au 
contraire essentielle dans 1 hypothese. 

La conjonction ou joue un r61e analogue, mais un 
peu different, nous allons niontrer qu’elle n’est pas in- 
dispensable. 

Envisageons d’abord la conjonction ou dans 1 hy- 
pothese: soit la proposition ; Si A ou B est vrai, 
G est vrai. Elle peut s’enoncer en deux fois. Si A est 
vrai G est vrai, di B est vrai G est vrai. La proposi- 
tion enoncee est done en rdalite double, et la con- 
jonction ou ne sect que pour abreger. Envisageons 
maintenant la conjonction ou dans la thbse. Soit la 
proposition : « Si A est vrai, B ou G est vrai ». Cette 
proposition peut s’6noncer ainsi : « Si A est vrai et 
si B est faux, C est vrai » ou encore : a Si A est vrai 
et si C est faux, B est vrai. On peut done supprimer 
la conjonction ok dans la thfese, en ajoutant quelque 
chose dans I’hypothese. 

Quelques logiciens reprdsentent la conjonction ou 
par le signe -h; A -F B signifie A ou B, e’est une 
somme logique. . 
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selon la mani6re clout on envlaaga la* »*» < 

pent 6tre considcJrd comm® wna l«>i, i*l l.« »i> ii«i« -s -<» 
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semble n’Mre pas absolue. Par example : Soil D une 
droite perpendiculaire a un plan P, c’est-a-dire a 
toutes les droUes de ce plan, D est une droite per- 
pendimlaire au plan P, esl un fait. On pent aussi 
tooncer la proposition : si une droite D' est da^s le 
plan P, cette droite est perpendiculaire a D. Cette 
confusion a lieu toutes les fois qu’un individu A est 
-dans une certaine relation « avec tous les individus 
d’une elasse K. alors on peut dire : A est dans la re- 
lation a ivec tout individu de la classe K, c’est la 
unfait: ou bien : si I’individu x appartient fi .la 
classe K, A est dans la relation « avec x, c’est une. 
proposition g6nerale. 

• II suffit de signaler cette confusion possible. Dans 
tin raisouneinent, cela ne peut conduire a aucyne 
erreur, car on a le droit d’envisager la proposition 
des deux facons. 

Cela nous conduit a parler des classes d’objets, 
telles qu’on les considere dans les sciences. Pour 
qu’une classe d’objets soit d^finie, il bant qu’il y ait 
un moyen de reconnaltre si un objet determinO ap- 
partient k la classe, et aussi que I’identite de deux 
objets soit bien ddfmie. J’expliquece dernier point ; 
On lit dans les traitds de geomdtrie : « II n’y a que 
cinq polyedres reguliers convexes ». II faut sous-en- 
tendre que deux polyfedres semblables sent considd- 
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.. , Viit^ro piit' *. ju'ithnu 

r6s comiBe idootiqucs, A iutiivi 

Ine on coasidcu-e les uoiubres conuu. <!.> nuiiv. 

2-’vouBpouve.avoiruu las clc Idpon.uu.s, uu. 

durie de 13 secoiides, c’esl. U)uj«»urs 1« nimu nom « 

13 Cette proposition « 13 est un nondn-o pr-unn- . 

est consid6r6e conmie un fait, bum qn on puisM .i 
u dre.- aussi comme uue proposiliou Kouma 

Tune collection comprond 13 objots. on nc pc . 

en former plusieurs collections conlenunl toutes U. 

mSme uombre d’objeta »• .-.nni** ii 

D’aprfes cela, pour que une classe K sod <lt I ni . ^ 
fautque les deux propositions : «. restun objet d. 

la classe K». « Les imiividus . et ;/ qn. de 

classe K,sontideutiques»aientun sens, ces a 

,iu il y ait un moyen de savoir si dies sunt vraies on 

fausses. ' , . t/* 

Une classe K est dite comprise dans uue autn . 
si la proposition ; (d’objet* appartient ii la dasse Iv .. 
implique : « L’objet .* apparlieut <\ la dasse K ... 

II peuty avoir des classes da classes. Pai <‘x< tup t 

Une droite peut dre consideree cu.mu.- uue da.M- 
de points. Tonies les droites passant i.ar uu point 
donnd formeut une classe de droites ; (Vest done la 
une classe de classes. 

Une classe peut renfernier uu numbre liiiiile, d ub- 
jets, ou un npfflbre illimild. Ainsi il ii'y a que euiq 
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polyedres regullers convexes, tandis que la classe 
des nombres premiers est illimitde. 

C’esl ici le lieu de distiiiguer les deux sens du 
verbe dfre, indiquds par M. Peano, dans sa logigue 
mathimatique. Le verbre 6tre peut signifier ou bieii 
qu’un individu appartieut ci une classe, ou bieu 
qu’une classe est comprise dans une autre. « Tout 
homme est morlel », ici le verbe cst est pris dans le 
second sens. « La classe des homines est contenue 
dans la classe des 6tres mortels ». Ici la proposition 
est gendrale, elle peuts’dnoncer: si ([uelque 6tre est 
homme il est mbrtel ; c’est pourquoi je nommerai ce 
sens du verbe btre : sens gdndral. M. Peano le ddsi- 
gne par la leltre 3 . 

L’autre sens sera le sens individuel. « Paul est un 
homme ». L’individu Paul est contenudans la classe 
des hommes. 

Ces deux sens sont bien distincts. Le sens gdndral 
est transitif, et non le sens individuel. Je vais expli- 
quer d’abord la signification du mot transitif. Une 
relation a est dite transxtim si les deux fails A«B, 
B«C impliquent AkC. Exemple le signe = ; si A = B 
et si B = C alors on peut conclure A = C. Le si- 
gne > (plus grand que). Si A est plus grand que B 
et si B est plus grand que C, alors A est plus 
grand que C. Le signe du paralldlisme : Si A est pa- 
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rallele a B et si B estparallfele a C,aIors x\, est paral- 

IWeaC. , _ 

Or, le verbe « est », pris dans le sens general, esl 

transitif . Si la classe A est conlenue clans la classe B, 
et si la classe B est coutenue dans la classe C, alors 
la classe A est conlenue clans C. 

Dans le sens indivicluel, le verbe « est » n est pas 
transitif. Voici I’exemple choisi par M. Peano pour 
le montrer. Consid^rons cette proposilioii : La classe 
desnombres premiers estillimitcie. lei, le vcu'beacsf » 
est pris dans un sens individuel, car on ne lauit pas 
tourner la phrase ainsi: « Si un noinbre est premier 
il est illimit(5 ». H faut la.tourner ainsi. « L’individu 
constitu6 par « le groupe cles nombres premiers » 
appartient a la classe des « groupes formas cl’un 
nombre illimit6 de nombres ». C’est le groupe (pii 
est un individu. 

Or, si le verbe << est » dtait ici transifif, on pounait 
faire le raisonnement suivant : 

5 est ’un nombre premier, or, les nombres pne- 
miers sont en nombre illimitd, done 5 est un nombie 
illimite ; ce qui est absurde. 

M. Peano repr6senle le. verbe 6tre i>ris dans Ici 
second sens par la lellre s initiale du mot J' xtc. 

On voit par cel exemple combien il est risqu6 cle 
faire des types de raisonnement du genre cle celiii ci 
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« A esl B, or B est C, done k est C » ; beaucoup de 
gens, Si regarder simplernent, diraieut : ce type est 
toujours valable. Or, il n’en est rien. 

Le type de raisonneinent tout A est B, or tout B 
est C, done tout A est G est toujours valable. Ici, le 
mot tout indique que le verbe « est » a le sens g6n6- 
ral. Cette validity peut 6tre d^montree. Nous suppo- 
sons vraies les popositions generates. 

lo Si I’individu a; est A il est B ; * 

2° Si X est B il est C. 

Et nous voulons d6montrer que: Si x est A ii 
est C. ■ 

Supposons vraie I'hypothese de la proposition ii 
d^monlrer, e’est-S-dire que « x est uii A » alors la 
proposition I nous permet d’iiiMrer que « x est un 
B. » 

Puisque x esi un B, la proposition II nous permet 
d’inf^rer que « x est un C «. Ce qu’il fallait d6mon- 
trer. ... 

Le raisonnement pr6ci6dent est ce que Ton nomme 
un syllogisme en barbetva ; il se compose de trois- 
propositions universelles affirmatives. Tout B est C 
est la majeure, tout A est B est la mineure, et tout 
A est C est la conclusion. A est le petit terme (sujet 
de la conclusion). C est le grand terme (attribut de 
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la conclusioji) B est ie nioyeu terme, qui se trouva 
elimine dans la conclusion. 

Je n’entrerai pas ici dans le detail de la tlieorie du 
syllogisine, je me bornerai a quelques reflexions sur 
la nature du raisonnement. 

On regarde souvent le syllogisnie comme le type 
du raisonnement le plus simple. On admet que 
toute demonstration peutetre reduite en syllogismes 
et que la reduction ne peut 6tre pouss6e plus loin. Le 
seul fait que la 16gitimite du syllogisme peut etre 
demontree prouve que cela est inexact. Natre syllo- 
gisme a ete reduit a deux inferences. Mais il y a 
plus ; il parait bien impossible de r^duire un r^i- 
so.nnement k un s6rie de syllogismes de Tune des 
formes indiqu6es dans les traitds de logique. Car il 
faudrait pour cela que toute affirmation puisse se 
r^duire k celle-ci « robjet est situe dans la classed 
K. )) 

Au premier abord, cela parait possible, etleslogi- 
ciens semblent Fadmettre, en disant qu il n^y a 
qu’un seul yerbe, le verbe Hre. 

Effectivement, au lieu de dire: Fobjeta? est dans la 
relation a avec A, on peut dire : Fobjet x appartient 
alaclasse des objets qui sont dans la relation a avec 
A, mais si Fon a ainsi mis la proposition sous la 
forme demand^e : « Fobjet x appartient a une cer- 



taiiie classe)), la dimculte nest que reculee, car il 
faut maintenant d^fliiir la classe cousicl4ree. 

Les relations entre les objets peuvent 6tre de na- 
tures si multiples qu'il serait impossible d'(§nurnerer 
toutes les esp^ces de relations pouvant exister. C’est 
du reste 1^ Tobjet de chaque science et non celle de 
la logique. Nous allons sculement donner iin exem- 
ple particulier qui conduit une importante notion. 

Supposons d^finie une classe d’objets dont nous 
ne specifions pas la nature. Nous la nommons la 
classe K. 

Supposons d^finie une certaine relation, dontnom 
ne specifions pas non plus la nature. Nous (^crirons 
AprB pour dire que Fobjet A est dans cette relation 
avec Fobjet B (pr est Finitiale du mot prickle). 

Nous supposons que cette relation possible les pro- 
pri6tes suivantes : 

La proposition AprA n’est jamais vraie. 

2° Si la proposition Ap)'B est vraie, la proposition 
BprA est fausse. ■ 

Si A n’est pas identique a B et si la proposition 
AprB est fausse, la proposition Bp?’A est vraie (A B C 
designant toujours des objets de la classe K). 

4° Si AprB et sLBf^G alors AprC. En (Fautres 
termes apr)) est une j^elition transitive. 
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Toutes ces propositions seront vraies si ABC d6- 
signent des grandeurs et si pr signifie « plus petit 
quo). Elies seront vraies encore si ABC designent 
des points sur une droite horizontale, et si pr signi- 
fie « est d gauche de » . Elies seront vraies encore si 
ABC sont des dates d’ev^nements et si « pr)) signifie 
« est anterieur d ». Elies seront vraies dgalement si 
ABC ddsignent des grades dans une hierarchie, et si 
(( pr )) signifie « est un grade moins ekve que ». Et I'on 
voit par ces exeniples que la relation « pv » satisfai- 
sant aux trois propositions generales 1, 2, 3, 4, defi- 
nit la notion i’ordre, ou de rang. 

Considerons deux objets delaclasseK. SoientA 
et B ces objets, non identiques. D’apresla proposition 
3, ou bien AprB, ou bien BprA. Supposons, pour 
fixer les iddes, que AprB. Si un objet D est tel que 
AprD et que DprB, nous dirons que cet objet est entre 
A et B, ou qu’il appartient Vintervalle AB. Les mots 
entre et intervalle se trouvent ainsi ddfinis. 

On peut ddmontrer la proposition suivante : si D 
est entre M et N, et si M et N soiit entre B et C, alors 
D est entre B et C. 

On suppose : 

lo Que D est entre M et N, c’esba-dire MprD et 
DprN ; 
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2“ Que M est eiitre B et C, c’est-k-dire BprM, et 
MprC ; 

3« Que N est entre B et C, c'est-Ji-dire BprN et 
NprC. 

Oil veut ddmontrer que 1) est enlre B et C, c’est-a- 
dire B))rD et DprC. 

Des deux fails B?u’M etMprD, on infere BpcD. 

Des deux faits DprN et NprC, on infere DprC. 

On a done prouvd que BprD et que DprC, c’est-;'i- 
dire que D est entre B et C, ce qu’il fallait prouver. 

NOTION DE NOMBBE ORDINAL 

Nous n’exposerons pas ici les principes de I’arith- 
mdtique, nous voulons seulement montrer comment 
des considerations analogues aux prdc6dentes, nous 
permettent de definir les nombres entiers. Outre les 
qualre principes prdcMenls, nous admeltons ceux 
qui suivent , 

5° II existe dans la classe K un seul objet A tel 
qu’il n’y ait pas dans la classe K un objet B pour 
lequel BprA. L’objet A sera nomm6 « le premier ». 

6o Etant donnd un objet quelconque M de la classe 
K, il en existe toujours ,un autre N tel que MprN, et 
tel qu’il n’y ait pas d’objets entre M et N, et de m6me 


LES HEGLES DU RAISOTsNEME^'T 


si M n’est pas (de premier )), il existe un objet P tel 
que PprM, et tel qu’il n’y ait pas d’objet entre P 

et M. ■ 

Nous dirons que P est le precedent de M, et N le 

suivant 

7° Si une classe K' est contenue dans la classe K, 
et si elle ne peut contenir un objet sans contenir en 
m6me temps son precedent et son suivant, elle est 
identique a la classe K. 

Ces sept proposi tions elantadmises, I’objet nomine 
« le premier )) a un suivant, que I’on nomine « le se- 
cond)) (prop. &)■ 

Le second a un suivant que Ton nomine « le troi- 
sUme )) : le troisieme n’est pas identique au premier, 
car si A, B et C d^signent le premier, le second et le 
troisifeme, on a ; AprB et BprC, done AprC (prop. 4) 
et puisque kprC, A n’est pas identique k C (prop. 1). 

Le troisieme a un suivant que Ton nomrae « le qua- 
trieme ; ce dernier n’est pas identique k I’un des pre- 
cedents •, on le demontrera corame ci-dessus. 

En continuant aiiisi, on deflnit chaque nombre 
comme etant le suivant d’un autre dej4 deani. Le 
fait que par ce proc6de on definit tons les nombres, 
resulte du 7® principe. En efiet, soit K'la classe des 
objets qu’on peut deBnir par ce procedd. Soit M un 
objet de la classe K'. P son precedent, Q son suivant. 
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PuisquE M 6St psi' 1® proc6d6j c 6st cju6 P i 6st 
aussi, car le proc6d6 consiste a definir chaque noni- 
bre aprfes avoir d^fini son pr^cddent. D’autre part, 

M dtant ddfmi, rien n’emp6che de deiinir Q par le 
ni6nie procdde. Done P et Q font partie de la classe 
K'. Done (principe 7) la classe K' est identique a la 
classe K, et le procdd6 permet de delinir tons les 
nombres . 

On ddfinira de m^me addition ; soil a un nombre, 
a -f 1 est par definition le suivant de a, a + 2 est le 
suivant de a + 1, a + 3 est le suivant de a + 2, etc. 
et comme ci-dessus, le principe 7 permet de ddnion- 
trer que ce proedde suffit pour definir a + h, b etant 
un nombre quelconque. 

Le principe 7 permet de demontrer la proposition 
suivante, nommee principe A’ induction complUe. 

Si une proposition est vraie pour le premier noni- 
bre, si etant vraie pour un nombre elle est vraie 
pour son suivant, elle est vraie pour tous les noui- 
bres. ; ^ -ft'.;, , ' 

En effet, la proposition etant vraie pour le premier 
est vraie pour le second, etant vraie pour celui-ci 
elle est vraie pour son suivant, le troisieme ; soit K' 
la classe des nombres pour laquelle la repetition de 
ce precede permet de demontrer la proposition, M 
un nombre de la classe K- P son precedent, Q son 
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suivant. La propoailioa esl vraie pour P, ca,- c esl M 
demon, rant qn-elle esl vraie pour P, qu. le precede 
permet ensuite de d^moutrer ciu’elle ^ 

M ; etant vraie pour M elle est vraie pour Q. La classe 
K’ ne peut done contenir M sans contemr 1 el Q, 

done elle contient tousles nombres. 

On peut d6montrer toutes les propri^t6s des noin- 
bres a I’aide des sept priucipes enone6s ci-dessus. 
Le precede ii employer pour demontrer ebaque pro- 
pri6t4 est 1 -applieation du prineipe d’mduction eon 
plMe. On demontre la propriete pour le sombre 1, 
et on demontre que si elle est vraie pour a elle est 
vraie pour a + L Je ne d^veloppertu pas eette ma- 
niJii-e extr6mement simple de presenter 1 arilhm^ti- 

^'^La notion de nomhre cardinal est difl^rente de la 
notion de nombre ordinal, dont il vient d’etre ques- 
tion Voiei comment on peut presenter eette notion : 

Considirons une classe K' de nombres, ddfinie par 
les priacipes suivants : 

10 La classe K.' contient le premier nombre. 

20 La classe K' contient le nombre a. 

30 Si la classe K' contient le nombre b et si b n’est 
6gal ni a 1 ni il a, elle contient le precedent et le sui- 
vant de 6. 
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4° La classe K' contient le suivaiit de 1, elle con- 
tient le precedent de a, et non son suimnt. 

Dans ces conditions, on diva que la classe K' con- 
tient a objets. 

Je me bornerai k cette definition. Je ne disciiterai 
pas les quelqiies. difficultes qu’on pent lui opposer, 
telle que celle-ci : II faut d6inontrer que le norabre 
d’objets d’une collection ne depend pas de I’ordre 
dans lequel on les num^rote. Ce principe se de- 
montre en appliquant I’induction complete. 

Ces th6ories semblent 6trangeres ci la logique ; ce 
sont les principes de rarithmdtique. Si je les place 
ici, c’est pour donner au lecteur un exemple de ce 
qu’oii peut nominer une notion premiere. La notion 
de nombre est ind^fmissable ; celle de pr^c^dent ou 
suivant, ^galement ; ^mais ces notions dont le sens 
reste forc6ment dans I’ombre, satisfont aux sept 
principes nunierot^s ci-dessus. En un sens, ces sept 
principes definissent la notion, du pour 6tre plus 
exact, ces principes permettent de raisonner sur la 
notion non d^finie. 

Xesraath^matiques einploientd’autresid^es; nom- 
bre fractionnaire, nombre irrationnel,nombre posi- 
tif ou n^gatif, quantite imaginaire. Mais ce ne sont 
pas Ik des notions .nouvelles, ce sont de simples ex- 
pressions abreviatives, ou simplement commodes. 


LES REGLES DU RAISONNE/)lE^" 1 


55 


Ainsi 


17 


Dire que f + 4 = I2’ multiplier 

un nombre quelconque (divisible par trois et par 4) 
par 2. le diviser par 3. y ajouler le resultat obtenu eii 
laiullipliant ce nombre par 3 et le divisant par 4, 
fournit le m6tne resultat que si on le multipl.e par 
17 et qu’on divise le produit par 12, c’est-a-dire que 
A d^signant un nombre cboisi de facon a lencre 
possible toutes les divisions indiquees : 


AX2 , AX3_A^_12. 
"T”' ^ 4 12 


et c’est la une 6galit6 entre entiers. Ainsi une 
dgalite entre noinbres fractionnaires se rambnera 
loujours k une 6galit6 entre entiers. 

Dire que la diagonale d’un carr6 est, i» son c6t(i 

dans le rapport (/2, c'est-^ dire que si I’on prend une 

fraction du cdtd, c’est-fi-dire m fois la 

partie du c6td, la longueur obtenue sera infeneure 
ou sup6rieure a cette diagonale, selon que le carre 

de la fraction y sera inferieur ou superieur 2. 

Pour les nombres n6gatifs, la chose est tres sim- 
ple, ajouley - 7, e’est retrancher 7. Du reste, une 
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egalit6 entre nombres n^gatifs, se ram^ne a une ega- 
entre nombres positifs, en ajoutant aux deux 
meinbres un m6me nombre suffisamnient grand. 

Bref, toutes ces expressions ; nombre fraction- 
naire, irrationnel, etc., pourraient 6tre supprimdes 
du langage, moyennant une pdi'ipbrase ; elles ne 
constituent done pas des notions. 11 n’y a de veritable 
notion dans ce cju’on nomine en inathdmatiques 
<( I’analyse », que celle du nombre entier. 

Vintroduclion d la thiorie, des fonctions d’lme va- 
riable de M. Tannery, le grand traite d'analyse de 
M. M6ray sont faits A ce point de vue. 

Ce n’est pas ici le lieu d’examiner les notions pre- 
mieres de chaque science. Nous le ferons en parlant 
de chacune d’ elles. Ce que nous venons dedire sulfit 
pour la definition d’une science rationnelle. 

Une science rationnelle est un ensemble de propo- 
sitions generales : les unes, indemontrables. consti- 
tuanlles principes premiers de la science ; les autres dd- 
monlrables k I’aide de ces principes. 

Nous examineronk, dans la seconde partie de cc 
travail, les principes de differentes sciences ration- 
nelles, nous devons nous borner ici a leur definition. 
L’exemple, donnd ci-dessus, de la science des nom- 
bres, suffit a la fairecompreudre. 





„taODES DE BiMOESTBETION DEES EES D..T»«E«,ES 

SCIENCES 

Dans tons les Iraites de logique, on oppose la me - 
thode deductive, allant, dit-on, du general au par- 

ticulier, Ua m^hode inductive, allant du particular 

au g6n6ral, La ra^thode deductive, on I'a vu, ne va 
pas du g^n^ral au particulier ; quelquefois elle va 
du particulier au general. Si done il y a r^ellernent, 
pour d^montrer des propositions, autre chose que a 
d6duclion, cette autre m6thode ne peut pas tre t 
fmie comme ci-dessus. Comment alors d^fimr cette 
m^lhode, en usage dans les sciences physiques . 

Pour d6finir le raisonnenient d^ductii, nous avons 
donn6 un exemple; nous allons laire de m6me, et 
chercher comment on arrive one proposition c e 

physique. , • 

11 y a deux especes de lois physiques. Les lois a 

verification immediate, et celles dont la venlication 
neseiaitpasdirectement. 

On veut demontrer, je suppose, que I’angle d inci- 
dence d’un rayon lumineux est egal e Tangle de 
reflexion. On admet que Tangle d’incidence repre- 
nant la meme valeur, Tangle de reflexion reprendra 
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toujours la mfime valeur. Des lors, uiie seule serie 
d’experiences suffira pour verifier la loi. Ou donnera 
fi Tangle d’incideace uue serie de valeurs tres rap- 
prochees les unes des autres, et Ton verifiera chaque 
fois Tdgalild des angles d’incidence et de reflexion. 

Mais une telle verification ne serait sulUsante 
qu’en adniettant ; 1° Que la loi de la rdllexion ne 
ddpendepas de la nature de la surface refldchissante ; 
2" Qu’elle no ddpende pas de la courbure de cette 
surface; 3° Qu’eile ne depends pas de la lumifire 
employee ni du milieu ambiant, ni de I’dtat de 
repos ou de mouvement de la surface. 

La loi ne peutdonc 6tre considdrde comme d^mon- 
tr6e par cette verification ; la vrais demonstration, 
celle qu’on pent nommer demonstration experimen- 
tale ou induction, si Ton veut, est tout autre. 

Faisons une science en ajoutant aux principes de 
la geonietrie les principes suivants : 

1° Un rayon lumineux dans un milieu transparent 
et homogene est une ligne droite. 

2° Si ce rayon lumineux rencontre en A une sur- 
face polie non transpa'rente, il se brise en ce point ; 
les deux cdtes de la ligne brisde sont dans un inSnie 
plan perpendiculaire an plan tangent en A ii la sur- 
face, et font le m6me angle avec ce plan tangent . 

De ces prop^^^^'jnin|es comme je Tai dit, ii 
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ceiies de la gdometrie, on pent en dkluin beaucoup 
d’aulres, en considdranl diffdrentes formes de sur- 
faces r( 5 tlecliissantes, on en supposant qu uu rayon 
subisse plusieurs reflexions. L'accord constant de ce 
qu’on deduit de la avec I’expdrience, est regarde 
coinme suffisant pour prouvcr I’exactitude des pro- 
positions (1) et (2). 

On ppurrait aussi remplacer 1 et 2 par la proposi-* 
tion suivante : 

La luraifere se meut avec une vitesse constanle 
dans un milieu homog^ne et va toujours d’un point 
ii un autre par un chemin tel, qu elle mette pour le 
parcourir, le moins de temps possible. 

Ce principe possede surles precddents, une grande 
superiority, il permet d’exaraiiier ce qui se passe 
quand la lumiere passe d’un milieu transparent dans 
un autre oil sa vitesse n’est pas la meme. C’est aiusi 
que Fermat a decouvert la loi de refraction cje la 

lumiere. 

On pent dbs lors, k I’aide de ce principe, trailer 
completement la science nommee optiquc geome- 
trique, dont les applications aux lunettes, aux mi- 
croscopes, d la photographie, etc., son.t tres.nom- 
breuses. ' 

Toutes ces applications contribuent a verifier la 
loi. ' , ’ 
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Telle est la veritable rnethode ties sciences phj^si- 
ques. On vent trouver im certain noinbrede principes, 
cle lois, suffisantes pour rexplication (run ordre de 
ph^nomenes. Certains essais prealables foutpresseu- 
tir quelles sont ces lois, mais restent insuilisants pour 
les demontrer dans tons les cas. Admettez ces lois, 
dans toute leur generality, el adjoignez-les aux priii- 
cipes de la gyomytrie (et quelquefois de la m6ca- 
nique). Avec ces propositions coniine principes, 
vous pouvez former une science, et cela par la me- 
thode deductive. L'accord constant des rysultats 
obtenus avec Texp^rience pourra (Hre consid(k6 
comme la dynionstration exp^riinentale des lots I 
admises. 

On voit que la dyduction joue, dans cette niythode, 
uii grand r61e. On pent nyanmoins appeler cette 
m(3tliode induction, voici pourquoi : Dans la m6t}iode 
deductive, les principes ytaiit reconnus vrais, on 
altirme les consequences. Ici, au contraire, les con- 
sequences etant reconnues vraies, on allirine les 
principes. 

II y a un mot don t les logiciens font souvent 
usage, lorsqu’ils parlent des sciences exp^rimen- 
tales, et ce mot n'a pas encore servi ici. C'est le mot 
cause. Supposons ubolm physique, s’l^nonoaiU ainsi : 

Si cerlaines circonsla^ces A se produisent le fait B 
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se realise. Dans ces conditions A sera dit la cause de 
B. On volt que A est le fait servant d hypothese a la 
loi, B sert de these. D’aprfes cela, on ne peut pas 
considerer la recherche des causes comme 1 objet 
d une science. L’objet est toujours la recherche de 
propositions gdndrales, par consequent la recherche 
des lois. 

Nous reviendrons sur ce sujet a propos des 
sciences physiques. 


CHAPITRE 11 


LA PUISSANCE DU RAISONNEMENT 

Nous avons vu clans le chapitro precedent, de 
quelle nature estle raisouneiiient vnatlieuialique. Le 
raisonnevrient peut d’ailleurs aflecterdes formes va- 
rldes. Dans le calcul algdbrique, par exemplo, les 
propositions simples sont des egalites, qui stcii- 
■ventau moyeiides sigues de I’algebre. Ou fait encore 
ici des inferences : d’une egalitd ou c-ouclut une 
autre, en vertu des rfegles du calcul algel)rique. Ce 
sont douc ici ces regies qui servent de proposilious 
generales aulorisant le passage d uiie dgalite a une 

autre. ~ 

Dans certains autres cas, les constructions joueut 
un r61e preponderant. II en est ainsi par exemple, 
toutes les fois qu’ou veut demoutrer I'existeuce 
d’une objet possedant certaines propridtes. On indi- 
quela construction qui fournit cet objet. Elle peut 
etre fort longue, et il peut arriver qu’il n’y ait pres- 
que rien A dire pour ddmontrer ensuite que cet ob- 
jet remplil les conditions voulues. 

On rencontre souvent des raisonnements par Tab- 
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surde.Dans ces raisonneroents, on suppose fausse la 
proposition a demontrer, et I’on deduit de la une 
consequence absurde. Cette maniere de proceder 
que Ton a souvent critiquee, presente parfois de 
grands avantages. 11 y a des cas du reste oil il serait 
impossible de I’dviter. Dans la theorie des series, on 
demontre que le nombreappeld e est irratmnnel, en 
ddm entrant que s’il etait egal a un entier ou a une 
fraction, on serait conduit a la consequence sui- 
vante ; Un nombre entier serait coinpris entre zero 
et un. On ne pourrait guere proceder autrement. 

On rencontre parfois aussi des affirmations diffici- 
lement demontrables et qui se justifient par I’intui- 
tion. J’en donnerai un example. On a deux weteurs 
AB et CD. Un vecteur est un segment de droile sur 
lequel on distingue une origine A, et une extr^mitd 
B. Cela posd, on dira que le vecteur CD est dextror- 
sim par rapport AB, si un observateur couche sui- 
vant AB, de faeon que la direction AB le traverse des 
pieds d la tSte, et regardant le vecteur CD, voit le 
point D a droite du point C. On peut alors enoncer 
cette proposition ; Si CD est deatrorsum par rap{iort 
h AB AB est dextrorsim par rapport k CD. L intui- 
tion le rnontre facilement. Une dffinonstration ne 

serait pas impossible, mais prfeenteraitune certame 

complication.' 
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L’intuition joue lui grand r61e dans le debut de la 
geometrie 4l6mentaire. C’est elle qiii fournit les 
axiomes, coniine nous le verrons. Elle joue aussi un 
r61e consid(^rable dans la science nominee : (c Ana^/iim 
situs ». Cette science 6tudie les propri6t(5s des figii* 
res qui demeurent inaUer(5es par une defornialion 
continue quelconque. 

D’oii vient la puissance du raisonnement ? Cette 
puissance a souvent 6t^ niee. Le c^lfebre philosoplie 
anglais Stuart Mill a soutenu cetto opinion que le 
syllogisme (regard^ souvent comme la forme type 
du raisonnement) ne saurait rien nous apprendre). 
Considerons ce syllogisme : « Tout animal est mor- 
tel, or riiomme est un animal, done rhomme est 
mortel)). Ou bien nous savons d’avance que rhomme 
est mortel, et dans ce cas, point n’est besoin du syl- 
logisme pour le demontrer, ou bien nous ne le sa- 
vons pas, et alors le syllogisme ne nous le dernontre 
pas, car il pourrait arriver que tout animal fut mor- 
tel, excepts justement rhomme. 

Entrons dans quelque ddtaiL On pent distingner 
les propositions analytiques, vraies par definition, 
des propositions synthdtiques, d^montrdes par rob- 
servation ou de toute autre mani^re. Les serins sont 
des oiseaux, les oiseaux ont des plumes. Voilk des 
propositions anatytiques. Le syllogisme : « Tousles 
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oiseaux ont des plumes, or les serins soul des 
oiseaux, done les serins out des plumes, pourra 
Mre appele syllogisme analytique. H ne nous ap 
prend rien, 11 ofire une apparence ridicule. Placons- 
nous maiiitenant dans un autre cas. Un chimisle, je 
suppose, a decouverl un nouveau coinposd dliydro- 
gene etde carbone, un nouvel hydrocarbure. II fait 
ce raisonneinent. Tous les hydrocarbures forinent 
avec I’oxygene un melange detonnant , oi le corps 
que i’ai decouvert est un hydrocarbure, done il 
• forme avec l oxygene un melange detonnant. Son 
raisonneinent cette fois n’est pas analytique, mais 
en revanche, il ne donne pas la certitude. 11 est tres 
probable que la conclusion est juste, car si les hy- 
drocarbures ddtonnent avec I’oxygeiie, e’est pour 

une raison qui tient a leur composition chimique, et 

qui doit subsister pour tous ceux qu’on n’a pas en- 
core reussi k prdparer, pourtant cela n'est pas abso- 
lumentsdr. 11 semble done que le syllogisme sod 
dans tous les cas impuissant. S’il est analytique, il 
ne nous apprend que des cboses dejd connues, s i 
est synthdtique, il ne nous donne pas la certitude. 

Mais le. syllogisme n’est pas le raisonnement. La 
question de savoir si le raisonnement. nous apprend 
quelque chose reste done entiere; Condillac asou- 
tenu que toutes les propositions mathematiques 
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etaient analytiques, que si dans chacune d’elles on 
remplacait les mots par leur definition, on obtien- 
draitdes identites; Pour refuter cette assertion, il 
suffit de faire I’experience. D’ailleurs le fait que les 
sciences ont des axiomes, que I’on peut nier sans 
toinber dans la contradiction, prouve aussi la fans- 
sete de I’opinion de Condillac. 

Sans aller jusque-la, on peut dire ; II n'y a dans 
les consequences quece qu'i! y a dans les principes. 
Affirmer les consequences, c’est en realite une ma- 
niere deguisee d’affirmer les principes, en sorte que 
le raisonnement ne nous apprend pas quelquc chose 
de reellement nouveau. 

Pour repondre ^ cela, je ferai d’abord une I'einar- 
que concernant la nature du raisonnement. Repre- 
nonsle raisonnement fait au chapitre premier. Nous 
avons ad mis trois propositions generates : 1" On 
peut toujours mener un plan perpendiculai re a une 
droite ; 2“ Si deux droites sont paralldles, tout plan 
perpendiculaire a I’une est aussi perpeiidiciilaires fi 
1 autre ; 3“ Si deux droites sont perpendiculaire h 
un meme plan elles sont paralieies, Nous en avons 
deduit la 4“ proposition suivante ; deux droites pa- 
ralleles ^ une 3' sont paralieies entre elles ». Dans 
les traitesde logique onconsidere les raisonnemenls 
comme des suites ^ syllogisraes, nominees sorites. 
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Or,essayezdefaireunsoriteavecles trois propositions 

pi^cMenles. Comme elles peuvent ^re rangees do 
six fagons, I'essai ne sera pas long ; dans quelque 
ordreque vous les rangiez, Techec est complet. Dans 
le raisonnement fait an chapitre I- on s’y prend tout 
autrement. On se met en presence d’lm objet com- 
pos6 de trois droites, dont les deux premiferes sont 
parallelesa la troisieme. A ces objets,le principe 
permet d’adjoindre un plan perpendiculaire a la 
3e droite. Finalement on a trois droites et un p an 
et on applique les principes a cet ohjet. 

Le raisonnement n’est done pas Vart de combiner 
les principes, mais Tart de combiner desobjetset 
d’appliquer les principes a ces combinaisons. 

On peut maintenant donner la raison de cette 
puissance du raisonnement, qui d’un petit nombre 
L principes fait jaillir des sciences si complexes. 
Certains de ces principes peuvent 6tre appelds for- 
mateurs. Ils permettent, avecles objets deja connus, 
de former de nouveaux objets, et par la combmamon 
de ces objets entre eux, toujours de nouveaux objets, 

et cela fi I’infini . . , , , „ 

je vais insister la-dessus, car c est le pom e p u 
important de la philosophie des sciences. II s’agit 
au fond d’expliquer pourquoi la science rationnelle. 
est possible. Les autres questions que nous exami- 
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nerons portent sur des sciences particuli6res. Celle- 
14 porte sur la science en gdndral, ou du moins sur 
la science rationnelle, la seule parfaite. 

Le plus simple des principes formateurs con- 
sists en la possibilile d'ajouler I’unitei un nombre 
quelconque, et par 14 de former un nouveau nombre. 
Les 4tres appel^s nombres sont ainsi formes 4 I'in- 
fini, et le principe d’induction complete permet cle 
d4montrer leurs propri4t6s. Mais il y a d’autres 
principes formateurs. Je vais examiner comment, 
dans une science, ces principes permettent de for- 
mer ind4fininient de nouveaux objets et d’dtendre 
ainsi 4 I’infini le champ de la science. .le prendrai 
successivement pour examples I’analyse et la g6om4- 
trie. 

, L’analyse 4tudie les fonctions. Indiquons, pour les 
lecteurs non familiers avec cette science ce que c’est 
qu’une fonction. On a une variable x, c’est-4-dire une 
quantite pouvant prendre diffdrentes valeurs; si 4 
cbacune de ces valeurs on fait correspondre une va- 
leur d’une autre quantity y, on dira que y est une 
fonction de x. Ainsi le carrd, le cube de x sont des 
fonctions de x. Touts formule qui contient x, de 
telle sorte qu’on puiss^ en calculer la valeur quand 
X est connu, est unq fonction de «. 
bi done on a plusieurs fonctions de x, leur somme. 
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difference, produit, quotient, et gen6ralemeut 
les operations arithmetiques qu’il est possible d ex 
cuter sur elles, fournissent aussi des ionctions de a. 
C’estbienlaun principefo^-mateur pennettant delrou- 
ver indeflniment de nouvelles fonclions. Pourtanl la 
grande extension de I’analyse resulte plus particu- 
lierement d’un autre mode de formation des fonc- 
tions dont je vais maintenant dire un mot. On con- 
sidere, en analyse des suites infinies de nombres. O^ii 
ne peut ecrire sur le papier nue suite infuae de 
nombres, il est done indispensable d’mdiquer ce 
qu’on entend par « domier une pareille ; suite ». Or 
doniier une pareille suite, e’est donner le moyen de 
calculer chaque nombre qu’elle contient, dfes que 
Ton connait son rang dans la suite. 

11 peut arriver qu’en prenant dans la suite un 
nombre de termes de plus en plus grand, la somme 
de ces termes se rapproebe de plus en plus d'un 
nombre fixe. Dans ce cas, on dira que la suite est 
une sdrie convergente, el le nombre lixe se nonunera 
la somme de la s^rie. 

Or on peut supposer que les termes d’une sene, 
au lieu d’etre des nombres fixes soient des fonclions. 
Alors la somme de la serie sera aussi une fonction. 
On a ainsi un nouveau mode de formation de nou- 
velles fonclions, un nouveau principe, pennettant la 
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formation de nouveaux objel-s. Ge principe fournit 
des fonctions bien plus interessantos (pie la simple 
r(5p6tition dfiil5 operations de I’arithmoticjue. 

Envisageons maintenant la gdometrie. Cette 
science etudie les figures, c’cst-a-dire Ics ensembles 
de points. Aprfes I’etude des figures faisant I’objetde 
la geometric eiementaire, droite, plan, cercle, on 
peut former de nouveaux objets fi I’aide des princi- 
pes inemes de la geometrie. Par deux points on peut 
toujours faire passer une droite : si done nous envi- 
sageons un cercle et un point hors du plan du cer- 
de, on peut faire passer une droite par ce point et 
par chaque point de la circonfdrence. L’ensemble 
des droites ainsi construites formera une surface 
nomm^e c6ne k base circulaire. Nous avons done 
fortn6 un nouvel objet. Maintenant une droite et un 
plan se rencontrent toujours, sauf le cas d’exception 
oh la droite est parallele au plan. Si done j'envisage 
un plan quelconque, il coupera les droites dont I’en- 
semble constitue le edne ci-dessus d(5fiui. On aura 
ainsi dans le plan, un ensemble de points formant 
une courbe, et qu’on nomme une section conique, 
ou simplement une conique. C’est encore Ik un objet 
nouveau a etudier. On yoit par ces exemples simples 
comment les principes permettent de former de 
nouveaux objets et d*6tendre ainsi la science. Mais 


LA PUISSANCli L>U UATSONNEMEAT 


^19 


la geomdtrie analytique, inventee par Descartes, 
fournit un moyea bien plus puissant de defmir des 
courbes et des surfaces. A un point on pent faire cor- 
respondre ungroupe de deux ou trois nombres, selon 
qu’il s’agit de geometrie a deux ou k trois dimen- 
sions. Ce seront si I’on veut, les distances de ce point 
a trois plans rectangulaires. Toute relation entre ees 
nombres detinira clans le plan une courbe, dans I’es- 
paceune surface. D’ofiun moyen nouveau de defmir 
des courbes et des surfaces, aussi nombreuses 
qu’on voudra. 

Le raisonnement, pourrait on encore objecter, ne 
cree pas r6ellementdes objets nouveaux, il pent seu- 
lement combiner de diverses facons des objets 
deji connus. A cela on pent repondre quel’ensemble 
des pierres avec lesquelles un ddifice doit 6tre cons- 
truit, ne constitue pas un Edifice. Les principes 
d’une science, dit-on, contiennent la science tout 
entiere. Cela est vrai, mais la facon dont un bloc 
de marbre contient une statue, et personne ne sou- 
tiendra s^rieusement que le sculpteur en faisant sor- 
tir la statue du bloc,n’en tire pas un objet nouveau. 
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DU RAISONNEMENT DANS LA VIE COUIUNTE 

On oppose quelquefois le raisonneinent scienti- 
fique, au I'aisonneinent dans la vie couraute. En 
quoi sont-ils analogues, en quoi sonl-ils difierents ? 
Je vais examiner ce point tr6s brifevement. 

Dans la vie courante, on fait des inferences. Les 
principes sur lesquels on se fonde sont de nature 
tres variee. Quand un juge d’instruction fait ce rai- 
sonnement : « tin tel, accuse d’un crime, etait e 
quarante kilometres du lieu ofi ce crime a ete 
commis, dix minutes avant I’lieure du crime, done 
il n’est pas coupable. » Le principe sur lequel il se 
fonde, e’est que personne n’a le don d’ubiquitd, et 
que dix minutes ne sufBsent pas pour faire quarante 
kilometres. C’est le un exemple de raisonneinent 
fonde sur un principe certain. D’autres fois, le prin- 
cipe n’est qu’extremement probable. « C’est aujour- 
d’hui dimanche et il fait beau^ done un tel est sorti. » 
Inference fondee sur. les habitudes du personnage 
mais pouvant tomber en defaut. Les lois, les regle- 
ments peuvent fournir des principes. « 11 a pris le 
train a telle heure, doncil est alie dans telle direc- 
tion. )) Le principe dans i^cas est tird de I’indica- 
teur des cliemins de fer. 
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On voit que les inferences dans la vie usuelle dif- 
ferent des inferences scientifiques. par la nature 
■des principes, parfois fort incertains ; on est le plus 
souvent oblige de se contenter d’une probabilite. De 
plus ces inferences ne forment pas ces longues chai- 
nes ]qui caracterisent le raisonnement 'mathemati- 
que. Mais I’essence du raisonnement est toujours la 
meme, il n’y a pas deux raaniferes de raisonner. 
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chapitre previier 
les axiomes 

II y a plusieurs manieres de comprendre la faoon 
d’^tudier les principes fondamentaux de la geomd 
trie. L’une, que je nommerai scienlifique, I’autre, 
philosophique. La premiere est celle de M. Hilbert, 

I’autre, celle de M. Russel. 

M. Hilbert pose des principes. De ces principes, 
qu’il montre independants et non contradictoires, 
on peut deduire la g^omdlrie usuelle. En outre, 
M. Hilbert monlre ce qui arrive si Ton rejette que - 

ques-uns cVentre eux. 

M Russel se demande au contraire d’od viennent 
les principes de la g^omdtrie. Sont-ils a priori, expd^ 
rimentaux ou arbitraires. Peuvent-ils 6tre demon- 
tr6s en admettant, comme principe, la possibilite 
de rexpdrience ; c’est ce que croit iaire M. Russel r 
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il ne me semble pas quil y parvienne, et je ne crois 

pas qu’on puisse y parvenir. 

Je vais examiner d’abord les principes de la g6o- 
mMrie au point de vue pbilosopbique; le point de 
vue scientifique viendra ensuite. 

Ell premier lieu, voyons la notion de point ; cette 
notion est tres obscure; -au surplus, cette notion 
n’est qu’une sorte de fiction. Dans la r6alit6, on n’a 
que des corps trfes pelits de dimensions inappr^cia- 
bles et non des points geometriques. 

C’est ici le lieu de faire une remarque s’appliquant 
k toutes les sciences, c’est qu’une science ne prend 
pas ses axiomes exactement conformes ii la r6alite 
sensible. Nos sens, eu effet, sont impr^cis, il y a tou- 
jciirs un peu de flou dans les notions qu’ils nous 
donnent. Des lors, ces notions se prfiteraient mal 
au raisonnement ; on les remplace par d’auU-es qui 
sont, en quelque sorte, des cas limites. Au lieu d un 
corps tiAs petit, nous mettons un point, au lieu d un 
corps mince et allonge, une ligne, au lieu d un coi ps 
tres plat, une surface. 

Mais alors, dira-t-on, on n’aura plus des r^sultats 
conformes ci la rdalitd sensible. 

Il faut se rassurer ; la precision de certaines expe- 
riences de physique raontre que le flou de la realite 
sensible peut, avec des precautions, 6tre rendu ex- 
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traordinairement faible. Nous reviendrons sur ce 

suiel ^ propos de la notion de distance. 

Voici une manifere tr^s simple d’envisager 1 espace 
qui va nous conduirea la notion de coordonndesd un 
point, abstraction faite de toute mesure. Imagmoas 
une' serie de surfaces telles qu’aucuae d’elles ne 
coupe les autres : (nous dirons des suriaces paralle- 
les) divisant I’espace en bandes. L’une de ces sur- 
faces sera numerotde zdro, et d’uncbte, nous numd- 
roterons les surfaces + 1 + 2 + 3 ... etc., de 1 autre, 
_ 1_2 — 3 ...etc. 

La bande comprise enlre deux surfaces pourra elle- 
m6me 6tre subdivis6e par 9 autres surfaces en dix 
bandes plus minces. Les neuf surfaces comprms 
entreunet deux par example, seront num^rot^es, 
l,t, 1,2, 1,3... 1,9. Il’intervalle entre deux de ces 
nouvelles surfaces sera lui-m6me dmse en 10 et 
ainsi de suite. On pousSera les subdivisions assez 
loin pour que deux surfaces consdcutives soient 


indisccrUciblcs aux s6ns. 

On obtient ainsi une sdrie de surfaces ayant pour 
numeros des nombres ddeimaux, positifs ou ndga- 
tifs ; ce sera la 1" s6rie. 

Construisons deux dutres sdries pareilles, mais de 
telle sorte que toute surface del’une des sdnes coupe 

toutes les surfaces d-’une autre s6rie ; ainsi, les sur- 
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faces de la s^rie qui ne se coupeiit pas entre elles, 
coupent toutes les surfaces de Ja 2“ et de la 3‘‘ s6rie, 

Le point d’intersection de trois surfaces (une de 
cliaque s^rie), aura ainsi trois iiumeros, les nume- 
ros des trois surfaces qui se coupent en ce point. 
Comnie les surfaces sont assez rapprochdes pour 
que les petites cases qu’elles determ inent puis- 
sent 6tre consid^r6es comme des points, on peut 
admettre que chaque point a ainsi 3 numeros, x, y, z, 
qui seront trois nombres positifs ou n^gatifs, et la 
connaissance de ces trois numeros, determine le 
point. 

C’estce qu'exprime cette phrase : Tespace est une 
multiplicite num4rique a trois dimensions. 

Ce qui pr6cMe n'est pas un raisonnement. G’est 
une sorte de construction faite en imagination. II 
faut naturellement en admettre la possibility. Nous 
avons fait en somme une sorte d’exp6rience mentale ; 
nous avons quadrilU Tespace. 

Ce point acquis, nos raisonnements peuvent portei^ 
sur les numeros qui reprysentent les points et nous 
allons pouvoir montrer d’une fa^on bien claire, en 
quoi consiste un systyme d’axiomes de gyomytrie. 

La gyometrie, telle qu’on Texpose dans tons les 
ouvrages eiymentaires, emploie dfis le dybut la 
notion de corps solide invariable. Ondetinit, en effet, 


deux figures egales, en disaut que deux pareilles 
figures sent superposables. Or, pour superposer deux 
figures, il faut transporter Tune d’elles. Qu’est-ce 
que transporter line figure. Si Ton dit : « c’est de- 
placer tous ses points de fagon que la distance do 
deux d’entre eux reste constaniinent a elle- 

m^me pendant le mouvenient », on fait uii cercle 
Vicieux. On d6finit en effet F^galit^ en presuppo- 
sant la notion d’dgalite. 

II s’agit done d’exaniiner de plus pres cette no- 
tion de solide invariable, de voir quelle part de 
rationnel, quelle part d’expdrimental se trouve en 
elle. 

Au lieu de definir le corps solide invariable, il 
revient au m6me de d6fiair le d6placement laissant 
le solide invariable, le deplacement sans deforma- 
tion. Lorsque cela aura dtd fait, nous pourrons dire : 
deux figures sont dgales, lorsqu’on peut amener 
Tune k coincider avec I’autre par un deplacement 
sans deformation. 

Je me servirai, dans ce qui suit, de la representa- 
tion du point par trois coordonnees (x, y, z). J’ai 
dit plus haut que cette representation n’impliquait 
ni la notion de mesure de la distance, ni les notions 
de droite ou de plan. Elle renferme seulement un 
tres haut degi-e d’arbitraire, les trois series de sur- 


faces dont nous avons parle pouvant avoir des for- 
mes bien di verses. 

Une correspondance ou transformation est un 
moyen do faire correspondre k cluiquc point P uu 
autre point Q. Pour defmir une correspondance. it 
suffit de se donner un moyen de calculer les coor- 
donndes du point Q, connaissantcelles du point P. 

Si a chaque point P correspond un seul point Q et 
a cliaque point Q un seul point P, la correspondance 
ou transformation sera appelde bi-univoque. 

Q pent 6tre appeld soil le transforme de P, soit le 
correspondent de P. 

On peut imagine!' bien des modes de correspon- 
dance et en.fait, en gdometrie, on en dtudie un trfss 
grand nombre. 

Considdrons deux transformations A et B. L’une 
fait correspondre an point P un point Q, et la se- 
conde fait correspondre au point Q le point R. 

Onnoramera produit decesdeux transformations, 
celle qui au point P fait correspondre le point R. 

La transformation inverse de la transformetion 
A est celle qui au point Q fajt correspondre le 
point P. 

Ondit qu’unensemblede transformations Constitue 
un groupe, si le produit de deux transformations de 
I'ensemble, et la transformation inverse d’unc ti ans- 


lormatlo.. de I’ensembl. lonl eucorc parlie da c. 

“urj'wpapsdl possedei- des invarianls. Soieut 

deux points A el 1) ciui, pan une " 

groupe so 0 t changes en deux autres A el • 
pellerainvatiaoi da ssroupe.loal. enaadeur ddpei - 
dant des dean points A el B (tonclion des coondM- 

dses de ces deax painu) c,ai 8.,-de ia meaie valeu, , 

daaadoa nemplaee ces points panleurs eonrespoti- 
dams. J'ai .nis dean points poan nxen es tdde , on 
poanrait supposes des invariants dependant 

3 Doints, oudavautage. 

Cela pos6, on peulconsiderer le d6placemen d u. 
corps coinine une transformation, qm, h chaque 
point en fait correspondre un autre, la position qu i 
prendaprfesle d6placement. Les deplacements fo 
menlun groupe possMant les proprieles suivantes : 

i Deax points ont un invariani. En d’an.res ten- 
mss il V a une oerlaine gnandent (la distance des 
deni poinlsl gni ne change pas nuaud on lail subu 

un m6me d6placement a ces deux points 

2 o Un point quelconque pent 6lre tratisformo en 
un point quelconque, par un deplace.nent convena- 
blement choisi. 11 y a une infinite de deplacements 
laissant un point fixe, c’est-h-dire chaugeant ce 
point en l«i-m6me, ii y en a une infmitd laissant 
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d6ux. points tix6s. Au contVciiro, il ii^y on u pos lois- 
sant 3 points fixes sauf dans des cas particuliers 
(Quand les 3 points sont en ligne droite). 

Ges axiomes, d’apres M. Sopluis Lie, sont les prin- 
cipes n6cessaires a la gtionielrie inetric|ue. 

Ges axiomes ne sufliraient pas pour (itablir la geo- 
metric usuelle, telle qu’elle est exposee dans les 
traites, inais ils perraeltent, en eiudiant les difle- 
reuts groupes de transformations possedaat les pro- 
prietes iudiqudes, d’obteuir les difldrentes especes 
de geometric possibles. 

Helmtiolz, qui, bien avant Lie, etudia les memes 
questions, enonce 4 axiomes. Je les reproduis ici en 
les modiflant dans la forme; 

1° Axiome des 3 dimensions. Un point est deter- 
mine par 3 variables continues. (11 Test par « varia- 
bles si I’espace a dimensions). 

2“ Legroupe de transformations appelees mouve- 
ments est tel que 2 points possfedent un invariant. 
(Le sens de ceci a ete.explique ci-dessus). 

3" Par une de ces transformations on peut amener 
un point a coincider avec un autre quelconque. 

4- Si deux poipts restent fixes, il y a encore des 
mouvements possibles. Tous ces mouvements font 
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decrire a chaque point une ligne deterininee qui est 
ferm6e. 

Sophie Lie a prouve que ce dernier point, dit 
axiome de monodromie, etait superflu. 

Nous ne nous preoccuperons nullement id de dier- 
cher quels sont les axiomes necessaires et suffi- 
sants, ce que nous voulons faireremarquer, c’estla 
nature de ces axiomes. 

Un point equivaut pour nous au groupe des trois 
nombres positifs on negatifs qui sont ses coordon- 
n6es. Ceci nous fixe sur le sens de ce qu’on nommera 
une transformation ou une correspondence entre 
deux points. Faire correspondre un point P' a un 
point P c’estdonner un moyen de calculer les coor- 
donn6es de P' connaissant celles de P. 

Nous considerons lesgroupes de transformations 
lels que deux points aient un invariant. Get inva- 
riant est nomme la distance des 2 points, pour le 
groupe consid6re. 

Des lors, on voit bien qu’il y aura autant de geo- 
metries possibles que de groupes de transformations 
de I’espece consid^ree. 

Seulement nous ne coiisidererons pas comme dis- 
tinct deux groupes transformables Pun dans I’autre, 
comme je Fexpliquerai plus tard, a propos du pos- 
tulatum d’Euclide (Groupes isomorphes). 
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pace de corps a peu pres solides, il y a une sorte 
d’ind<5termination dans les axiomes a admettre. 
Grace aux corps solides on pent se fixer, du moins a 
peu pres, par rexperieiice. 

Nous revieiidroas sur ce sujet a propos du postu- 
latuna d'Euclide. Bornous-nous a coustater lei que 
notre conclusion est en opposition avec la fagon de 
voir de M. Russell. 

Je vais examiner mainlenant la geornelrie au 
point de vue logique. J’ai cite plus haul M. Hilbert. 
II est rauteur d’un memoire oil est pos6 un systeine 
d’axionies pour la geoinetde. Plusieurs notions ind^- 
finissables y sont requises. On a trois especes d’ob- 
jets : des points, desdroites, des plans. (Ce sont des 
objets dont on ne specific pas la nature). L’auteur 
tJnonce k leur sujet des principes ; il d<5montre que 
ces principes ne sont ni dependants, ni contradic- 
toires. 

Le nombre des sj/7nh()le$ mm deflnis dont il faut se 
servir pour trailer la geouuUrie, est hien inferieur a 
celui qifemploieM. Hilbert. 

Dans une communication pr6seat6e au congr^s des 
math^maticiens en 1900, M. Padoa indique deux ma- 
niilires de proc6der. Je ne parlerai ici que de la se- 
conde, plus simple que la premiere. 

Pour 6tre mieux comprisdans la suite, je reviens 
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sur le sens des mots : « Symbole non d6fmi » em- 
ploye par M. Padoa. Coinme nous Tavons vu, a 
propos de la notion de rang, on peut raisonner sur 
des objets et des relations entre ces objets, sans 
specifier la nature de ces objets et de ces relations. 11 
suffitque Ton connaisse un certain nombre des pro - 
pri6tes de ces relations, et ce seront les principes ou 
axiomes k I’aide desquels on raisonnera. 

Ces objets et ces relations sont ce que nous nom- 
mons des symboles non ddfinis, 

Or, M. Padoa montre que les seuls syinboles non 
definis n^cessaires pour I’^tude de la g^ometrie, 
sont ceux qu’on d^signe par le mot (( Point )) et par 
les mots (( est superposable a )). 

' En d’autres termes, on peut envisager la gdom^trie 
de la maniere suivante : 

Nous consid^rons des objets, dont nous ne sp6ci- 
fions pas la nature, et que nous nommons des points. 
Entre deux syst^mes de points pourra exister une 
certaine relation, dont nous ne spdcifions pas la na- 
ture. Lorsqu’elle existe, nous dirons que le second 
systeine est superposable au premier. 

Eq partant de ces deux notioiis supposdes connues 
de point et de superposabilit^, M. Padoa donne les 
principales definitions de la geornetrie eidmentaire. 

Je n'indiquerai pas ici toutes les definitions de 
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M. Padoa je me borne aux plus im por tan tes, surles- 
quelles je ferai ensuite quelques remarques. 

Dans ce qui suit, les lettres designent des points, 
et le sigue = separant deux systeines de points, 
veut dire que ces deux systeines sent superposa- 
bles. 

Definition de la ligne droite. On dit qumn point 
X est sur la droite ab, s’il n'y a aucun point ?/ tel que 
ax =: ay, bx = by. 

2® Definition du plan. On dit que x est dans le 
plan abe, s’il n'y a aucun point i/, tel qu’oa ait a la 
fois : ax = ay, bx = by, cx — cy. 

J’indique encore les definitions suivantes, condui- 
sant a la notion de segment de droite. 

3^> X est le centre de ab, si il est sur la” droite ab, 

on a : av = xi. 

40 X est situ6 sur la spkhre de centre a passant 
par b, si Ton a : ax = ab. 

50 La sphere qui a pour p6les a et 6 est la sphere 
ayant pour centre le centre de ab, et passant par Ik 

6® cd n’enlrelace pas ab, veut dire que la sphere 
de p61es ab et la sphere de p61es cd n’ont aucun 
point commun, abed 6tant en ligne droite. 

7^ c est un point du segment ab, signifie que, ou 

4 . 
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bien c coincide avec le centre x de ah^ ou bien cx 
n’entrelace pas ab, 

M. Padoa definit encore les perpendiculaires et 
les paralleles en ne se servant (jue de ses symboles. 
Si b est le centre de ax, x est le symetrique de a par 
rapport k b. cd sera dite parallele a ab si le sym6- 
trique de a par rapport au centre de be est un point 
de la droite cd. 

Apres avoir posd ces ddfinitions, pour pouvoir 
raisonner, il faudrait enoncer un certain nombre 
de principes. M. Padoa s’en dispense k l aide d une 
remarque. 

Supposons qu’on ait etabli la gdomdtrie d’une cer- 
taine fagon en admettant d’autres symboles non 
definis que ceux que nous avons fait usage et en ad- 
naettant un systeme de postulats ou principes. Nous 
pourrons changer de systeme de symboles non ddfi- 
nis sans changer de postulats. En effet, au moyen 
du nouveau systeme de symboles non ddfinis, nous 
pourrons definir les anciens symboles, et alors le 
systeme de postulats 6nonc6 avec les anciens sym- 
boles conservera son sens, sans qu’on soil oblige 
d’en changer un mot. 


On pent done adopter, avec le systeme de defini- 
tions de M. Padoa, tout systme de postulats adoptd 
dans un autre mode d’exposition de la geomdtrie. 
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Si Ton pr^sentait la g^om^trie aux debutants, de 
cette tagon purement logique, ils seraient bientdt 
rebutds et cela pour deux raisons : 

lo La gdonidtrie leur apparaitrait comme un jeu 
difficile consistant combiner des propositions et 
sans aucune relation avec le monde r6el. 

11s ne verraient pas pourquoi on admet tel 
axiome plutdt que tel autre. 

Pour cette raison, un bon traits de g6ometrie ne 
doit pas exposer cette science d’une ia^on purement 
abstraite ; il faut faire appel k I’intuition. 

Get appel k I’intuition ne diminue en rien la ri- 
gueur des demonstrations. L’intuition ne fait que 
fournirdes axiomes, des principes. 

La notion vague que nous avons du continu, 
(notion que I’on a cherche k preciser) rend dvi- 
dentes certaines propositions qui, sans cela, parai- 
traient bien peu naturelles. 

Je prendrai, par exemple, la notion de ligne 
droite. D’apres M. Padoa la ligne droite se definit 
ainsi : 

« Un point M est dit en ligne droite avec A et B, 
s’il n’existe aucun point M’ distinct de M, tel qu’on 
ait a la fois AM = AM’, BM = BM’ ». Admettons 
cette ddfinition. Elle est bien diffdrente de I’idee que 
nous nous faisons d’une ligne droite. Si M est en 
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nir concentriques, alors si les distances ne sent pas 
6gales, les deux spheres ne coincideront pas et I’in- 
tuition nous apprend que Tune d’elles sera int(5- 
rieure k I’autre. C’est celle-la qui aura le plus petit 
rayon. 

On pent alors d^montrer la proposition essen- 
tielle suivante : Si AB < CD et si CD < EF, on aura 
AB<EF. 

En effet, placons concentriquement 3 spheres de 
rayons AB, CD, EF. Soient S, T, U, ces 3 sphk’es. 
Puisque AB < CD, tout point P de I’interieur de S 
esta I’int^rieur de T. Puisque CD < EF, tout point 
interieura T est int^rieur h U. Le point P qui fait 
partie de I’int^rieur de T sera done aussi inldrieui 

U, done tout point int^rieur a S est int^rieur U, 
done AB < EF. 

Soient A et B deux points et une sphere S de 
rayon plus petit que AB, ayant pour centre A. Une 
sphere de rayon tres petit ayant B pour centre, 
sera extdrieure fi S ; en la faisant grandir, elle finiia 
par p4n6trer dans S. II estnaturel d’admettre qu’il y 
a une certaine grandeur du rayon de cette secondc 
sphere pour laquelle elle touche S en un seul 
point M. On dira alors que AMB sont en ligne 
droite. 

M est dans ce cas entre A et B. Mais on aurait pu 
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suppose!' le rayon de la sphere S plus grand que AB. 
Dans ce cas, la seconde sphere toucherait interieu- 
rement la premiere, et M ne serait pas entre 
A etfi. 

Nous arrivons done a la definition suivante: M est 
dit silue en ligne droite avec A el B, si les spheres 
de centre A et B et de rayon AM el BM n’ont pas 
d’autre point commuii que M. 

C’estladefinitiondeM. Padoa, car s’il y avail un 
point M’ autre que M tel que AM’ = AM, BM’ = BM, 
ce point serait commun aux deux spheres, elles au- 
raient ainsi un point commun autre que M. 

Nous admettons maintenant qu’un solide ayant 
deux points fixes, pent encore se ddplacer. Considd- 
rons I’ensemble de nos deux spheres qui se touchent 
en M. En faisant tourner ce corps de facon que les 
centres A et B restent fixes, M ne bouge pas, car s’il 
venait en M’ on aurait AM’ = AM, BM’ = BM, et par 
suite il y aurait un autre point que M commun aux 
deux spheres. 

R6ciproquement, supposons qu’un point M ne 
bouge pas quand le solide contenant les points ABM 
tourne autour de AB ; nous pouvons admettre qu’il 
n’y a pas un point M’ tel que AM’ = AM, BM’ = BM, 
et que, sans cela, on pourrait ampner M en M’. 

Des lors, on pourra d6finir la droite : On dit de M 
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est en ligae droite avec A et B, lorsque M ne bouge 
pas quand le corps AMB se d^place, A et B restant 
fixes. 

Des lors, les axiomes enonces plus haut devien- 
nent evidents. Si CDE sont ea ligne droite avec 
A et B, le mouvement dans lequel A, B soat fixes 
ne deplace pas C, D, E. Cest done le mouvement 
dans lequel CD sont fixes, done le mouvement dans 
lequel CD sont fixes ne deplace pas E, done E est en 
ligne droite avec C D. 

On voit bien que dans tout ceci, nous avons admis 
certaines clioses sans les demontrer. Mais ces choses 
se voient par I’intuition. 

L'intuition nous prouve que deux spheres qui ne 
sont pas enti^rement int^rieures Tune k Tautre, ni 
enti^rement extdrieures se coupent. Les axiomes de 
cette esp^ce peuvent etre appeles axiomes de conti- 
nuity. 

Au lieu de definir le plan comme le fait M. Padoa. 
on pent le dyfmir comme le lieu des points equi- 
distants de deux points fixes etTon ddmontre facile- 
ment qu’une droite ayant deux points dans un plan 
yest situee tout enti^re. (De Tilly. Memoires de la 
society des sciences physiques et naturelles de Bor- 
deaux. Tome III, 1878) . 
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SUR LK POSTULATUM D’EUCLIDE 

Le postulatuni, ou axiome d’Euclide, estia propo- 
sition suivante ; « Par un point on ne pent inener a 
une droite qu’une seule parallele » on pent encore, 
comme le fait du reste Euclide, I’dnoncer ainsi ; « Si 
deux droites sont, Tune perpendiculaire, I’antre 
oblique sur une mfiine troisieme, ces deux droites se 
a rencontrent ». La rdduction de Pun des deux 
dnonces a I’autre est facile, nous ne nous y anfite- 
rons pas. 

On a longtemps cherch^ une demonstration de 
cette proposition, puis I’idde est venue qu elle pou- 
vait bien Sire indeinontrable. Gauss parait 6tre le 
premier qui chercba e constituer une geom6trie en 
niant I’axiome en question. Le gdomblre Bolyai, qui 
fut sur ce sujet en correspondance avec Gauss, dcri- 
vit le premier ouvrage de geometrie non Eucli- 
dienne, fondde sur la negation du postulatum, etin- 
tituiee « La science absolue de I’Espace » Plus tard 
un autre geometre russe, Lobachefki, traita le meme 
sujet (vers 1830). 


sun UE POSTULATUII B EUCLIDE 


Riemann ^tudia les fondements de la geometrie, et 

' 1 

montra Qu’on pouvait iiicr non sculaniGUt I axioinc 
d’Euclide, mais encore cet axionie que la longueur 
d’une ligne droite est infinie. 

La geometrie non Euclidienne presente des iiarti- 
cularit(5s bizarres. La surface d’un triangle ne pent 
pas depasser une certaine liniite : les points 6gale- 
mentdistants d’une droite ne fonnentpas une droite, 
mais une courbe; il n’ya pas de figures seniblal)Ies. 
Maissil’on n’a jamais trouve.parmi les consequences 
de la negation de I’axiome, que des bizarreries et 
non des contradictions, on n’est pas pour cela fonde 
k croire qu’en poussant plus loin ces consequences, 
on n’arriverait pas k des resultats contradictoires. 
Pour le montrer, il faut raisonner autrement. 

,Un gdomfetre italien, Beltrami, ayant etudid une 
certaine surface appelde par lui la pseudosphdre, re- 
marqua que la gdomdtrie des figures tracees sur 
elle dtait identique k la gdomdtrie plane non Eucli- 
dienne. De cette remarque rdsultait I’impossibilite 
de demontrer I’axiome d’Euclide par des considd- 
rations de gdomdtrie plane. Ces considdrations se- 
raient valables pour la pseudo-sphdre, et pour celle- 
ci I’axiome est faux. 

Les tfavaux de Klein, de Cayley, de M. Poincard, 
et de plusieurs antres gdomdtres ddmontrent su- 
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rabondamment Timpossibilit^ d’ane ddmonstra- 
lion. 

Dans ce qui suit je demontre d’aboi-d que le tlieo- 
reme « La somme des angles d’un triangle est egale 
a deux droits peut remplacer I’axiome. » Les deux 
premiers tlieoremes sont tirfe de 1 ouvrage d Houel 
sur la geometrie el^meiitaire. J’examine ensuite 
quelques curieuses tentatives de demonstration du 
postulatum, puis je passe a la question de savoir si le 
postulatum est demontrable, et s’il est vrai. Comme 
les propositions suivantes n’exigent, pour 6tre com- 
prises que le livre de Geomdtrie elementaire, je 
suis entr6 dans beaucoup de details pour les demons- 
trations, afin d’etre compris m6me des personnes 
peufamiliaris4es avecle rgisonnenieut geom6trique. 

THEOnilME 1‘REMIER 

La somme des angles d’un triangle ne peut ddpas- 
ser deux angles droits. 

Supposons que Ton puisse construire un triangle 
ABC dont la somme des trois angles surpasse deux 
droits. Je vais montrer que cela conduits une conse- 
quence absurde. L’impossibitite de notre supposition 
sera alors demontree. 

Considerons (Fig. 2) une serie de triangles, tous 
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6gaux a ABC, a savoir ABC, CDE, EPG... IIKL, ran- 
ges sur une m6me ligne ciroite. Les bases egales en- 
tre elles AG, GE, EG, sontsituees sur la ni6me droite 
AL. Je uommerai a le cote BG, b le cote CA, c le c6le 
x4B. Je supposerai qu’il y a n triangles eii sorte que 
AL esl egal a nxL 

J’ai d’aulres triangles, BCD, DEF,... qu’oii forme 
en joignant les semmets BDF, etc... K. Ges triangles 



sont aussi tpus dgaux entre eux : d^montrons par 
exeinple I’dgalite des triangles BCD et DEF. Le cote 
BG est dgal au c6t6 DE, car cliacim d’eux est egal a 
a ; le c6te CD est egal a EF car cliacuii d’eux est 
egal au c6t6 AB ou a c. L angle BCD vaut deux droits 
moins la somme des angles BGA et DCE, qui sent 
justement les angles en G et en A xiu triangle ABC. 
L’angle DEF a la m6me valeur, deux droits moins la 
somme de deux angles egaux aussi aux iiK^mes an- 
gles du triangle ABC. Done nos deux triangles sont 
egaux coinme ayant uii angle egal compris entre c6- 
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tes egaux chacuna chacun, et par suite 60=011. On 
voit de m6me que tous les c6t6s de la ligne brisee 
EOF... K sent egaux. (J’appelle cette ligne ligne 
bris6e, on ne peut demontrer que c’est une ligne 
droite sans adinettre le postulatum d Euclide). Si je 
nomme k la longueur BO, cette ligne bris6e sera 
(w-1) Jk, car elle n’a que n-l c6t^s. 

Les deux triangles ABC, OEF ont deux c6tes 
egaux ; mais Tangle compris n’est pas le mfiine, en 
efiet Tangle OEF est, comine on a vu, egal k deux 
droits moins la somme des angles en G et en A du 
triangle ABC ; Tangle B du triangle est plus grand, 
puisque la somme des angles de ce triangle est sup- 
posee surpasser deux droits. On sait que si deux 
triangles ont un angle in^gal compris entre c6t6s 
dgaux,les troisiemes c6t6s sont inegaux, le plus petit 
correspondant au plus grand angle. On en conclut 
que b est plus grand que k\ ou que b-k est une quan- 
tity positive. Nommons h cette quantity. 

La ligne AL est plus courte que la ligne brisye 
ayant mSmes extrymitys, ABOF... KL, c’est-ci-dire : 
nb < (n-l) fc -|- c + a. 

ou (n-l) h <a i-b-{- c, puisque h est ygal b-k. 

Or cette inygalite est absurde. car on peut prendre 
n assez grand pour que le premier membre soit aussi 
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grand qu’on veut. II ne pent done 6tre inferieur au 
perimetre du triangle ABC. 

Notre hypothese est done absurde. 

THEOnfeME II 

S’il existe un triangle dont la somme des angles 
vaut deux angles droits, la somme des angles de 
n’importe quel triangle vaut aussi deux angles 
droits. 

La demonstration se eompose de plusieurs par- 
ties. 

Supposons qu’il existe un triangle ABG, dont la 
somme des angles vaut deux droits. On pourra cons- 
truire un autre triangle, aussi grand qu’on voudra, 
ayant les mernes angles. (Figure 3.) 

Prolongeons BG, d’une quantity CD egale k BC, et 
eonstruisons un triangle ECD egalau triangle ABC ; 
La somme des angles reunis en C sur la figure est 
egale ^ deux droits, comme la somme des angles du 
triangle, on en conclut que Tangle ACE est egal au 
3® angle A du triangle, et le triangle ACE est alors 
6gal au triangle ABC comme ayant avec lui un an- 
gle 6galcompris entre c6t4s egaux, Tangle ACE egal 
k Tangle A du triangle ABC, le c6te AG commun, le 
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c6le CE egal au c6li6 AB (puisque le triangle ECD est 
4gal au triangle ABC). 

Le triangle ACE 6tant 6gal au triangle ABC, AE est 
egal a BC. Conslruisons encore un triangle FAE 6gal 
au triangle ABC. La somme des angles en A vaudra 
deux droits, car ce sera la somme des angles du 
triangle ABC ; et de m6me pour la somme des angles 


? 



en E, done BAF et DEF seront des lignes droites. Le 
triangle FBD sera alors double du triangle ABC, et 
on voit bien qu’il aura les m6mes angles, les angles 
F el D 6tant par construction 6gaux aux angles A et 
C du triangle primitif. On pourrait ensuite avoir un 
triangle quadruple, etc. , 

2® Le triangle ABC ^tant toujours tel que la somme 
de ses angles vaille deux droits tout triangle ayant 
un angle 6gal a I’un des angles du triangle ABC pos- 
sedera la ni^me propriete. 
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Soil eneffet ie triangle PSR tel que Fangle PSR 
soil egal a Tangle A. Nous pouvons construire iiii 
triangle GSH ayantses sommets G et H sur SP et SR, 
aussi loin qu’onvoudrasur cesdroites, puisque GSH 
est aussi grand qu’oii veut, et ce triangle GSH a 
in^ines angles que le triangle ABC (figure 4). 

Jolgnons PH. GSH estdivis6 ainsi'en deux Iriaii- 
gles. La somme des an- 
gles de ces deux trian- 
gles est celle des angles 
-du triangle GSH, plus 
Ja somme des angles 
r^unis en P qui yaut 2 
droits, cela fait 4 droits. 

Si done la somme des 
angles de Tun des trian- 
gies etait plus petit que 
2 droits, Tautre serai t 
plus grande, ce qui est 
impossible. 

La somme des angles du triangle GSP vaut done 
2 droits, etcomme la droite PR decompose aussi ce 
U‘iangie en deux, on voitde la m^me fa(;on que pr6- 
c6demment, que si Tun de ces deux triangles avail 
une somme d'angies inferieure a deux droits, Tautre 
aurait une somme sup^rieure', ce qui est impossible. 
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done la somme des angles du triangle PSR est dgale 
k deux droits. 

3<^ Supposons encore que le triangle ABC ait pour 
somme de ses angles deux droits, et consid(^rons un 
triangle quelconque GHK. La somme de ses angles 
ne pouvant surpasser celle du triangle ABC, il est 
n6cessaire qu'il j ^^1^ angles du triangle C 

parexemple plus petit qu’un des angles A par exem- 
pie, du second. Nous pourrons alors faire un angle 
HGL 6gal k Bangle AjGL sera ex- 
t6rieur k Bangle HGK, puisque 
Bangle HGK est inf6rieur k Ban- 
gle A. Nous pouYons prendre L 
de faoon que LH coupe 6K enM 
(fig. 5). 

L’angle HGL etant 6gal a A, 
la somme des angles du triangle 
HGL est egale k deux droits, 
d’apres ce qu’on vient de d6mon- 
trer. GM divise le triangle HGL en deux autres et 
d’apres un raisonnement d^ja fait, si Bun d eux 
avait la somme de ces angles inf^rieure k 2 droits, 
Bautre aurait la somme de ses angles plus grande 
que deux droits, ce qui est impossible. 

Done la somme des angles du triangle. GHiVl vaut 
deux droits et comme les triangles GHM, GHK ont un 
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angle comniim,la sommedes angles du triangle GHK 
vaut deux droits, d’aprte le n“ 2. 

Le theoreme est ainsi completement demoutre. 


THEOREME HI 

Si Ton a d6montr6 que la somme des angles d’un 
triangle est ^gale k deux droits, il en results le pos- 
tulatum d’Euclide. 

On demoutre d’abord facilement que la somme des 



Fig. 6 

angles d’un quadrilatfere est 6gale ci 4 droits eiv divi- 
sant le quadrilat6re en deux triangles. En particu- 
lier, si 3 angles d’un quadrilatere sont droits, le 4“- 
est droit, le quadrilatere se nomme un rectangle. 

La demonstration va se decomposer en plusieurs 
parties. 

lo Dans un rectangle, les c6tes opposes sont egaux- 
En efiet, soit un rectangle ABCD (fig. 6). Menons la 
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diagonale AG, elle decompose le rectangle en deux 
triangles rectangles. Dans un triangle rectangle, la 
soinine des angles aigus vaut un droit. L angle DAG 
vautdonc un droit moinsAGD, ilest doncdgal a Tan- 
gle AGB. Ces deux triangles rectangles ayant Thypo- 
thdnuse commune et un angle aigu 6gal, sont egaux, 
done AB = GD et AD = BG, ce qui demonlre la pro- 
position. 

2® Si deux segments de droite consticutifs AB, BG 
sont dgaux et si, des points 
ABG on abaisse des perpen- 
diculaires AH BK GL sur une 
autre droite on aura HK=KL 
(fig. 7). En effet, par B me- 
nons MN de faejon ^ former 
un rectangle HMNL, de- 

compos6 en deux rectan- 

“ Fi^. 7 ^ gles HiVIBK, KBNL. On aura 

HK = MB, KL = BN, or on demonlre facilemenl Te- 
galit^des deux triangles rectangles ABM, BCN, done 
MB BN, done HK = KL. 

3° Consid6rons deux droites AX, BY (Og. 8), 
Lune perpendiculaire, Tautre oblique sur AB, de 
faeon que ABY soit un angle aigu. Sur BY portons 
des longueurs 6gales a la suite les ones des 
autres, et projetons-les perpendiciilairement sur 
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BA. D’aprfes le num^i’o 2® loules ces parties 
6tant egales. leurs projections sout (igales. Si dour, 
on prend sur BY une longueur egale a n fois 
longueur a. soil BP, et si on niene PH iierpeudieu- 
laire sur AB, BH sera n fois la projection de a ; on 
pent done prendre n 
assez grand pour que 
BH surpasse AB, alors 
H n’6tant pas enlre A et 
B,Psei'aduc6td oppose 
a A par rapport a AX,et 
BP coupera AX. Ceci 
d^montre la proposi- 
tion. 

M. Poiucar6 a indi- 
qu6 une proposition 
Equivalents au postu- 

latuni d’Euclide, et ne 
concernant que des longueurs, e’est la suivaute ; 

Oil a ti'ois points OHK tel que 01I=K0, et un 
hexagone ABCDEF tel que: 1" tous ses eotds soient 
Egaux ; 2® les distances de ses somtnels aux points 
H. et K soient douze longueurs toutes Egales entre 
elles; 3® les distances des inEines sonunets au point 0 
soient toutes Egales eutre-elles. Alors ABCDEF (Hunt 
six points Equidistants de H et de K, siluEs dans 
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le plan mene par le milieu 0 de HK, perpendiculai- 
reraent cette derniere droite. Ce sent les six som- 
mels d’un hexagone r^gulier de centre 0. Si Ton a 
OA=AB, le postulatum est vrai, car le triangle Oi\.B 
est equilateral, il a alors ses trois angles 6gaux, et 

comme Tangle AOB est le -de 4 droits, ou deux 

tiers de droits, la soinme des trois angles vaudra 
deux droits. Done d’apres le,s th^orfemes II et III, le 
postulatum sera vrai . 

Examinons quelques tentatives pour d6niontrer 
Taxiome d’Euclide. On peut cherclier A d^raonlrcr 
directement la proposition, ou bien k d^montrer le 
thdoreme relatif a la somine des angles d un 
triangle . 

La demonstration de Bertrandde Geneve estdirecte. 
Void en quoi elle consiste. L aire infinie comprise 
dans un angle AOB si petit qu’il soit, est superieure 
a Taire infinie comprise entre deux paralleles quel- 
conques . 

Pour demontrer ce bizarre principe, remarquons 
qu’en ajoutantun angle A lui-meme un nombre sul- 
fisant de fois, on flnit par recouvrir le plan tout 
entier. Si Tangle est plus grand que la 
partie d’un angle droit, en Tajoutant 4 p fois a lui- 
m6me, tout le plan sera recouvert, puisque tout le 
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plau est recouvert par quatre angles droits. Au con- 
traire prenons I’intervalle compris entre deux paral- 
leles et juxtaposons-le ci lui-m^ine un nombre quel- 
conque de fois, n fois par exemple. Au lieu de I’espace 
compris entre deux paralleles situees a la distance 
Tune de I’autre, nous aurons deux paralleles a la 
distance na, on n’arrivera done pas ^ recouvrir tout 
le plan. Done la portion de plan comprise dans 
un angle est plus grande que la portion de plan 
comprise entre deux paralleles quelconques. 

Considerons maintenant, comme dans la fig. 8, 
deux droites AX BY, I’une perpendiculaire, I’autre 
oblique sur AB, et menons BZ perpendiculaire sur 
AB. L’angie compris entre BY et BZ renfermant une 
aire plus grande que I’aire comprise entre les deux 
droites AX et BZ, il est impossible que cet angle soit 
compris entre ces deux droites, done BY doitcou' 
per AX. 

Cette demonstration ne vaut rien. et en voici la 
raison. On ne pent comparer les aires infinies, 
comme on compare les aires finies. II est possible, 
suivant la maniere dont on fait la comparaison, de 
montrer, soit qu’une aire A est plus grande que G* 
soit que Vaire C est plus grande que A. 

Pour rendre ceci apparent par un exemple, je vais 
montrer queen s’y prenant convenablement, on peut 
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recouvrir un angle droit avec I’espace comprisenlre 
deux paraliyes AX et BZ perpendiculaires k AB en 
n’ulilisant que la parlie situde au-dessus de AB. A 
cet eflet iious pouvons considdrer cel espace comme 
forind par des carrds empilds les uns sur les autres 
(fig. 9). Nous pouvons numdroler ces carrds ; celui 
qui touche AB aura le n® 1, le carrd placd au-dessus 


I 1 du I®' aura le no 2, etc. Un point 

^ quelconque de la rdgion considd- 

ree. situd entre AB, AX et BZ, 

sera ii I’intdrieur de I’un de ces 

carrds. C’est ce qu’on exprime en 
^ disant : Les carrds remplissent 

loute la. rdgion. 

Placons maintenant les carrds 
1 dans Tangle droit XAT de la faoon 

indiquee dans la figure 10, Le n" 1 
A B touche les deux cdtds de Tangle, 

Fig. 9 2 est d droite de 1, 3 au-des- 
sus de 1, 4 est A droite de 2, S ii droite de 3, 6 

au-dessus de 3, el ainsi de suite. On verra facile- 
ment qu’un point quelconque intdrieur k Tangle 
droit sera intdrieur h Tun des carrds ainsi placds. 
On a done reconvert Tangle droit avec les carrds si- 
tuds dans une rdgion pourtant comprise dans cet 
igle et qu’on devaitcroire plus petite. 
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Ce que nous dirons plus tard des ensembles 
infinis fournira des exeinples de fails analo- 
rgues. 

Au lieu de demontrer d i reclem ent le postulatum, 
lon pent chercher une demonstration du theoreme 
relalif a la somme des angles d’un triangle. On peut 
fonder une demonstration sur cet axiome : « Des 
triangles dgaux, aussi noinbreux qu’on voudra, etant 
places dans uii plan, 

6 x I e r i e u r e m e n 1. 1 es 
uns aux autres, on 
peut tous les enfermer 
dans un meme trian- ^ 
gle. )) Ce principe est 
faux en geometric non 
euclidienne puisque, 
nous Tavons dit, dans Fig: m 

celte especc de geo- 

metrie, I'aire d^un triangle est liinitee. Si done 
on Tadinet, on pourra en deduire le postulatum. 

C’est la base d’une demonstration due a un 
•M. Carton, et qui se trouve dans les comptes ren* 
dus de I’Academie des Sciences (vers 1867). Elle se 
trouve aussi dans la geometrie sans axioines de 
Perronet Thomson. Celle que je vais donner ici en 
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quelques mots est un peu diff^rente et plus sim- 
ple. 

Reprenons la figure 2. Que le lecteur veuille bien 
marquer un point S au-dessus de cette figure, et 
joindre ce point aux points ADF .. K. 11 obtiendra 
ainsi un pentagons SBALK. Comptons le nonibre de 
triangles que renfernie ce pentagons ; il y en a n 
6gaux il ABC «■— 1 4gaux a BCD et n — l analogues a 
SBD, c'est-a-dire ayant un sommet en S. La somme 
des angles du triangle ABC sera deux droits inoins 
une certaine quantity a, ou en abrdge, 3— a. Celle 
des angles du triangle BCD sera 2 — /j: alors la 
somme des angles des triangles dgaux a ABC sera 
2n~na, cells des angles des n—l triangles dgaux ^ 
BCD sera 2n — 2—[n — 1)6, celle des angles des n—l 
triangles de sommet S sera 2n—2 moiiis une certaine 
quantity fc; 2n—2—k. La somme des angles de tous 
les angles de la figure sera 6n — 4 — na—{n — 1)6 — k. 

D’autre part calculons autrernent la somme de tous 
ces angles. II y a d’abord la somme S des angles du 
pentagons. En C, E, etc... c’est-6-dire aux sommets 
situ6s sur AL, A et L exceptds, la somme des angles 
reunis vaut 2 droits. II y a n — 1 de ces sommets cela 
Iait2n 2 droits. Aux sommets DF... c'est-A dire aux 
sommets non situ^s sur AL, les points B et K excep- 
tes la somme des angles rdunis vaut 4 droits ; il y a 
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w-2 sommetsde cette espfece. Cela faU H-H .Inuls. 
Eq tout on a pour la sotnine ties aiigh's do la l.iituv. 

Gw — 10 + S. 

En 6galant les deux valeurs dc la somiue di‘s an ■ 
gles, on trouve que S esl dgaPa 6 droits uu.ius (na i 

On pourrait prendre nassez grand pom 

que S soit ndgatif, ce qui est absurde. U faul dour 
que a b et fc soient nuls, c’esl-Ji-dire (lue la sonune 
des angles d’un triangle soit egalo deux dmds. 

Le ddfaut de cette ddm<»nstratioa esl hiea pen ap- 
parent. Le voici : On ad met qu’il est laissible do 
trouver un point S, tel qu’en le joiguaat aux soin- 
mets B, D..., K, etc., les ligues ainsi menees no ren 
contrent pas la ligne brisde B, D... K. Or eeei n'est 
pas vrai dans la g^omtoie non euclidienne. 

Une autre demonstration est fondde stir ee t(u on 
nomme rhomogdneite. Quand dans uu triangle on 
connait un c6te et les deux angles adjacents, le triau 
gle est determine, on pent Ic conslruire. I.e B' tingle 
est done connu, on doit ponvoir le etdeuler. Or si 
I’on ebange I’unite de longuenr, le immlire ((ui tiif- 
sure le c6te change, et les angles ne cliangeut pus 
La formule donnant le 3' angle ae tioil <lone pas 
changer quand on change le nomhre qui uiesure le 
c6te. Le 3‘ angle ne depend done tpie des deux an 
tres an’gles. Soient A, B, G, lea trois angles, A el B 
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eiimt connus, C est determine. Supposons que ran- 
gle A soit droit. B etant connu, on pourra calculer 
Tangle C. Du sommet A menons AH perpendiculaire 
a BC, notre triangle rectangle en A sera decompose 
eu deux triangles rectangles, AHB, AHC, et Tangle 
A en deux angles m el n. L’angle B est coinmun aux 
deux triangles rectangles AHB ABC, dont Tun a pour 
second angle aigu Tangle m el Tautre angle C. C et 
mse calculeront doncde la m6nie fagon, et Ton aura 
G = m : De inline B = n. Mais m + n vaut uu angle 
droit, done B + C = 1 droit. Ainsi la somme des an- 
gles aigus d‘un triangle rectangle vaut un droit. On 
en conclut facilement le theoreme relatif i la somme 
des angles d’un triangle quelconque, par sa decom- 
position en deux triangles rectangles. 

Le ddfaut de cette demonstration apparait claire- 
ment, si on cherolie a faire le inline raisonnement 
pourles triangles sph^riques. Le theoreme n’est pas 
vrai dans ce cas ; e’est done que le raisonhemeiU 
n’est pas applicable. Gela tient ce que la formule 
qui donne un angle connaissant les deux aulres et 
un c6te contient en outre, le rayon de la sphere. Si 
elle ne doit pas changer lorsqu’on change d’unit(5, 
cela prouve qu’elle ne contient que le ra pport du c6te 
au rayon. 

Or rien ne prouve qiie dans la g^om^trie’plane il 
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n’y ait pas quelque longueur jouant le r61e du rayon 
de la sphere. C’est efiectivement ce qui a lieu pour 
la g^omelrie non euclidienne ; il y a une certaine 
grandeur appelee quelquefois courbure de Tespace, 
et dont la mesure depend de runite de longueur. 

Nous venous d’examiner plusieurs tentatives de 
demonstration; aucune d'elles jrest satisfaisante. 
« On ne pent pas d^montrer le postulatum d'Eu- 
elide. )) On peut se demander comment on est arrive 
k inellre hors de doute une aussi singuliere propo- 
sition. 

D’abord, qu’entend-on en disant qu’une proposi- 
tion est demontrable? La question n’est pas emba- 
rassante pour nous, nous avons indique, dans la 
premiere parlie de ce travail, les regies de la de- 
monstration. D^montrer une proposition, e’est la 
deduire d’axiomes ou principes admis, en suivant 
ces regies. Mais.si Lon ii’avait pas defini la demons- 
tration, la question n’aurait pas de sens. D’apres les 
idees de Decartes, une chose est demontree des 
qu’elle nous parait evidente. Si done le postulatum 
parall a quelqu’un Evident par lui-m^me, il est pour 
liii d6montr4, point n’estbesoin d’y rien ajouter. Si 
quelqu’un trouve Evidente une proposition, per- 
sonne ne peut s^rieusement le contredire et si quel- 
que candidat au baccalaureat est interrogd sur la 
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d^moEStration d’un th6oreme et declare que le theo- 
reme est Evident, un examinateur cartesien devrait 
avoir quelque scrupule k lui marquer une mauvaise 
note. L’dvidence, en effet, est purement personnelle, 
telle chose qui parait evidente a Fun, est obscure 
pourl’autre. 

Descartes me parait avoir fait une confusion. Une 
demonstration bien faite produit en nous le senti- 
ment de revidence, mais ce n’est pas revidence qui 
constitue la demonstration. 

Nous rejetons done la theorie de Descartes et nous 
adoptons une s6rie de regies de logique, celles que 
nous avons exposees. Toute demonstration conforme 
a ces regies, est dite juste. Pour demontrer, il faut 
des propositions primitives appeiees principes. Les 
principes de la gdometrie sufifisants pour demontrer 
toutes les propositions qui, dans les traites, prece- 
dent le postulatum d’Euclide, perraettent-ils de de- 
montrer celui-ci. Telle est la question k laquelle on 
pent repondre par la negative . 

Bien des lecteurs connaissent la transformation 
geometrique nommee inversion. Un point fixe 0 
etant donne, a ebaque point M on fait correspond re 
un point M’, situe sur la droitc OM et tel que le pro- 
duit des distances de 0 aux deux points correspon- 
dants soil une quantite constante appeiee puis- 
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sance d’inversion. Le point 0 est appel6 le p61e 
d’inversion. A I’aide de cette transformation, k cha- 
que figure on fait correspondre une autre figure. A 
un plan, a une droite, correspond une sphere, uu 
cercle passant par le point 0, et vice versa, et des 
spheres ou cercles ne passant pas par 0, correspon- 
dent d’autres spheres ou cercles. Deux lignes se 
coupent sous le m6me angle que leurs inverses (on 
nomine angle de deux lignes qui se coupent, Tangle 
des tangentes en leur point d’intersection). 

Telles sont, rapidement dnum^rees, les propridlds 
de Tinversion. J’y ajouterai la suivante : si Ton a 
quatre points sur un inline cercle et leurs quatre 


, , . CA DA 

inverses, la fraction ^ : tTE ^ 


la mtoie valeur pour 


ces quatre points et leurs quatre inverses. Cette 
fraction sera appelde le rapport anharmonique des 
quatre points. 

II n’est pas possible de trouver une inversion 
transformant chaque point M en un point tres voi-' 
sin de M, si, en efiet, le point M est tres dloigne de 0, 
le point correspondant est tres pres de 0. Au con- 
traire, en faisant deux inversions successives avec 
deux p61es tres voisins et deux puissances peu difle- 
rentes, on transforme une figure en une autre peu 
difierente dela premiere. Une telle transformation 
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pent §tre appelee iafinit&inaale. Ua groupe de 
transformations est dit eugendr6 par des transfor- 
mations infinit^simales, si chaque transformation du 
groupe resulte de transformations infiuitesimales du 
groupe faites successivement. Un groupe contenant 
toutes les inversions ne posskiera pas cetle pro- 
priete, mais un groupe contenant toutes les trans- 
formations form^es d'un nombre pair d’inversions, 
la possMera. 

Le groupe des dtiplacements possMe cette pro- 
pri^te. Un deplacement quelconque peut 6tre cousi- 
ddre comme resultant de plusieurs deplacements 
tres petits. Le groupe de transformations contenant 
tons les d^placements et toutes les sym^tries, c’est- 
a-dire de toutes les transformations changeant un 
segment en un autre de m6me longueur, ne possede 
pas la propri4t6 en question, car on ne peut pas 
trouver de syra6trie changeant les points d'une 
figure en d’autres tres voisius des premiers. 

Ces preliminaires, peut-6tre un peu longs, serout 
utiles pour bien comprendre les considerations qui 
vontsuivre. Nous allons consid6rer toutes les trans- 
formations n’alterant pas les angles, changeant en 
elle-m6me une sphere4onnee. II y a une infinite de 
pareilles transformations, car. si I’on considere une 
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inversion ayaat pour p61e un point quelconque ct 
pour puissance d’inversion la puissance de ce point 
par rapport ii la sphere, elle possfede la double pro- 
priety exigtie. Ces transtormations cbangent un 
cercle coupant angle droit la sphere doiinde en un 
aulre cercle possedant la niyme propridld. 

Mais legroupe de ces transformations ne possedc 
pas cel te proprietdd’Streengendry pardes transfornia^ 
lions infinitesimales. llcontient un sous-groupe qui 
la possede. J’appellerai ce sous-groupe le groupe G. 

Nommonsla sphere donnde Vabsolu. Nous ne con- 
siderei'ons queles points int6rieurs a cette sphere. 
Nous ne noininerons points que les points de cet 
interieur. L’espace sera rintyrieur de cette sphere, 
le reste ne comptant pas. 

Le sens du mot angle sera conservd. Nous nom- 
mons plan et droite une sphere et un cercle coupant 
I’absolu a angle droit. Deux points A et B dtant 
donnys, il y a une sea\e droite passant par ces deux 
points, c’esi-d-dire un seal cercle coupant I'absolu d 
angle droit. Soient P et Q les deux points od il coupe 
I’absolu, le logarithme du rapport anharmonique 
ABPQ sera nommy distance des deux points. (Si Ton 
met le logarithme au lieu du rapport lui-myme, c’est 
pour conserver la vyrity de cette proposition : « Si B 
est sur le segment AC, on a .AR -f- BC = AG . » 



96 


SrU LA PTHLOSOPHIE DES M VTIl LM ATIQTJES 


Oa nomaie deplacement toute transformation dn 
groupe G. Ces transformations coiiservent les angles, 
elles changent les droites en droites, plans en 
plans, la distance AB en une distance 6gale, avec les 
aouveaux sens que nous avons attribu6s k ces mots. 

On pent alors constater les nouveaux sens 

attribues aux mots, toutes les propositions de la geo- 
nitoie 616mentaire qui pr^c^clent le postulatum 
d’Euclide sent encore vraies. Au contraire, le pos- 
tulatum est faux. II nest done pas une consequence 
des propositions sufBsantes pour etablir le commen- 
cement de la geometrie, e’est Tassertion que nous 
avions emise et qui se trouve ainsi justifi6e (1). 

Le postulatum est done indemontrable. On pent le 
faire voir par d’autres considerations analogues aux 
prec6deates. 

Je citerai, en particulier, la geom6trie non eucli- 
dienne de Klein et de Cayley. Dans cette geometrie, 
on considere encore une sphere appel^e Vabsohi et 
Ton appelle encore espace les points interieurs k la 
sphere. Les mols droites et plans conservent leur 
sens, mais si une droite AB rencontre Fabsolu en 
P et Q, on nommera distance AB le logarithrne du 

(1) Voir, pour plus de details sur ceci, la note ajoul^e k la 
nouvelle Edition de mes Leconssur les mMhodes de la gSomd- 
trie moderne (Librairle Hermann) . 
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rapport anharmonique des quatre points A B P Q. 
On nommera diplacements les transiormations d’un 
groupe K engendr^ par des transformations infini- 
tesimales, changeant les droites en droites (trans- 
formations projectives) et conservant I’absolu. Ce 
groupe K poss^de les m6mes propridt^s que le 
groupe G, et la g6omdtrie de Klein et Cayley pent 
ainsi servir a montrer que I’axiome d’Euclide n’est 
pas d^montrable. 

II existe une transformation qui change, comme 
nous allons I’expliquer, le groupe G dans le groupe 
K. 

Soit 0 le centre, soit R le rayon de la sphere appe- 
Ide I’absolu. Soitm un point interieur I'absolu, fai- 
sons-lui correspondre un point M situd sur la droite 
Oni et tel que Ton ait la distance OM 6gale deux 
fois le carr6 du rayon multiplid par om et divise par 
le carr^ de om augmente du carrd du -rayon. Cette 
transformation assez compliqude change en droites 
les cercles coupant I’absolu k angle droit. M. Dar- 
boux I’a 6tudiee completement dans sa theorie des 
surfaces (Tome III, page 492). Si m et m' sont deux 
points transformes Tun de I’autre par une transfor- 
mation du groupe G, la transformation que nous 
venous de d^finir les changera en deux points M et 
M' transformds Fun de I’autre par une transforma- 
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tion du groupe K. On exprime cela en disant que la 
transformation qu’on vient de dtifmir change le 
groupe G dans le groupe K. Deux groupes ainsi 
changes I’un dans I’autre par une transformation 
sont dits isotnorphes. 

Deux groupes isomorphes out des proprieWs qui 
se correspondent, car la transformation fait corres- 
pondre a cliaque propriety du 1“' groupe une pro- 
priety du second. On pent dire eu un certain sens que 
deux groupes isomorphes ont les ni6mes propridtiis. 

Le fait que le postulatuin d’Euclide est inddmon- 
trable peut se traduire par cette proposition ; Le 
groupe des ddplacements (en gdomytrie ordinaire) 
n’est pas isomorphe au groupe G ou au groupe K. 

Le postulatuin etant indymontrahle, onsedeman- 
dera s'il est vrai. En prycisant bien la que.stion, 
nous aurons sans peine la rypoiise. Une proposition 
genyrale est une proposilion de la forme « si A est 
vraie, B estvraiei) ou ail n’arrive jamais que Ase ve- 
rifie, et queB ne se verifie pas )).La proposition n’au- 
rait pas de sens, si la vyrilication de A, ou celle de B, 
ytait impossible. 

Au lieu du postulatum lui*myme, preuons la pro- 
position de M. Poincary, equivalente au postulatum 
et ne concernant que des distances. 

fese A est la suivante t « On a 9 points : 
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ABCDEFHKO, on a OK = 011, tons les cotes de 
rhexagone ABCDEF sent egaux entre eux, et ses six 
sommels sont tons a la m6me distance de H et de K 
de sorte que les douze distances des six sommets a 
H et ^ K sont egales entre elles. En outre les six dis- 
tances des six sommets de Tbexagone au point 0 
sont egales entre elles. )) 

La these B est la suivante : (( La distance du point 
0 a Fun des sommets de I’hexagone, est egaie au 
c6te de celui-ci ». 

II faut verifier A, et verifier B. Cela ne se peut 
que si Ton a quelque instrument pour verifier I'ega- 
lite de deux distances. Ce sont ces instruments 
qu’on nomme des solides, et pour faire la comparai- 
son on doit deplacer ces solides. 

Or, on peut appeler solides des corps se cl^pla- 
oant de faoon que le groupe de leurs deplacements 
soit isomorphe au groupe G. Nous aurons alors des 
solides non eucUdiens ; e’est le nom que nous donnons 
a ces corps. La distance ainsi mesur^e sera dite dis- 
tance non euclidienne. 

Alors la proposition A se verifiant, la proposition 
B se v^rifiera ou ne se verifiera pas suivant que les 
distances dont il est question dans r6nonc6 des pro- 
positions A et B sont des dislances euclidiennes, ou 
non eucli die lines. 
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On pourrait done dire : Le postulatum n’est ni 
vrai ni faux, cela depend de ce qu’on nomine dis- 
tance. 

Mais il y a dans la nature des corps que nous noin- 
mons solides, et e’est k Faide de ces coi’ps que, dans 
la pratique, nous mesurons la distance. Seulement 
ces corps ne sont qu'a peu ppes solides. Si Ton se 
sert de ces corps pour mesurer les distances, le pos 
tulatum se v^rifie avec toute Fapproximation que 
permet Fobservation. 

On peut done dire. Les solides naturels soat ap- 
proxiraativement euclidiens ; comme ils ne sont 
qu'approximativement solides, ce serait denu6 de 
sens de dire qu’ils sont exactement euclidiens, ou 
qu’ils ne le sontjpas. Nous appellerous distance la 
distance mesuree avec un solide euclidien. Alors le 
postulatum sera vrai par d6fiaition, et en inline 
temps cette distance coincidera, avec toute Fap- 
proximation que Fim perfection de nos instruments 
et de nos sens peut permettre, avec la distance me- 
sur^e avec les solides naturels. 

NOTE SUR L AXIOME D'ARCHIMEDE 

L’axiome d’ArchimMe est celui-ci. Soient deux 
grandeurs A et B de m6me esp^ce. En ajoutant B k 
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elle-ni6me, un nombre suffisant cle fois, on fiuit par 
depasser la grandeur A. 

M. Hilbert a fait une geom^trie dans laquelle cefc 
axiome n’est pas admis. Je ne d6velopperai pas ici 
Cette g6om6trie. Elle pr^sente des particularit^s sin- 
guli^res, mais son exposition serait beaucoup 
plus difficile que celle de la geom^trie non eucli- 
dienne. En effet, dans la geometrie non archirae* 
dienne, les grandeurs ne correspondent plus a des 
nombres, mais a des fonclions. * 

Je me bornerai done a signaler cette geometrie. 
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CHAPITRE PREMIER 
DE L’IJNFINJ 


Consicl6rons une classe d’fitres, bieu ddlime. Pour 
qu’uae classe soil Dien d^fuiie. il laut : 1" qu’on sache 
reconnailre si un 6tre donn6 apparlient ou non k la 
classe; 2® qu’on sache reconnailre si deux Mres de 

la classG sont distincts ou non. 

Par exeniple pour d^finir la classe dcs polyi'dres 
rdguliers convexes, il faudra : i'> donner Ic inoycn do 
reconnailre si un polyedre apparlicnl, a cclle c.liissr. ; 
2“ dire dans quel cas on regardera deux poljaulres 
de cetle esp&ce connne idenlhiues. On csl libro do 
consid(5rer comme idenliques deux polyedres regti- 
liers semblables. Si on le fait, on pent dnoucer cetle 
proposition : La classe des polyftdrcs regtdiers c.ou- 
vexes ne contient (|ue cinci objets. 
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On a ainsi un exemple d’une classe coiuenant im 
certain nombre d’objets ; on dira qu-une pareille 
classe est finie. I 

Une classe pent ne contenir aucun objet ; telle est 
la classe des polyedres reguliers dont les faces out 
plus de cinq c6tfe. 

Une classe qui contient des objets, niais qui u’en 
contient pas un nombre fini, est dite eu contenir une 
infinite. 

Par exemple il y a une infinite de polygones r6gu- 
hers (deux polygones semblables 6tant consid6rfe 
comme identiques). 

Les classes contenant une infinite d’objets sont 

. loin d’etre rares en math^maliques et ue pr^sentent 
nen de plus mystdrieux que les autres. On peut par- 
ler de tous les polygones rdguliers, bien qu’ils soient 
^ une infinitd, aussi bien que de tous les polyddres rd- 
guliers convexes dont le nombre est cinq. 

Les classes finies donnent lieu & la, thdorie des 
, nombres entiers, les classes infinies donnent lieu d 
la thdorie des ensembles et de leurs puissances. 

Deux classes finies ont le mdme nombre si a cliaque 
objet de 1 une ont peut faire correspendre un objet 
de I'autre, des objets distipcts correspondant des 
, , objets distincts. Deux ensembles infinis ont mdme 
> puissance a chaque objet de I’un on pent faire 


correspondre ua objet de I’autre. II y a une classe in- 
fiiiie cjui pent servir en ciuelque sorts de type, c est 
la classe des nombres entiers. 

On dira qu’un ensemble est de premiere puissance, 
s il a m6me puissance que I’ensemble des nombres 
entiers, c’est-Ji-dire si k chaque objet de I’ensemble 
on pent fairs correspondre un entier, de telle faQon 
qu’a deux objets diS^rents correspondent deux en- 
tiers diff^rents. ' 

Je vais insister un peu sur cette tlieorie, pour la 
fairs servir a des questions de logique d une nature 
assez singulifere. 

Un ensemble de premibre puissance est souvent 
nomm^ denombrable. Cela tient a ce qu’on peut 
ranger ses elements. On metlrale premier, celui qui 
correspond au nombre un, le second celui qui cor- 
respond au nombre deux, et ainsi de suite. 

Les nombres rationnels, par example, c’est-^-dire 
toutes les fractions possibles, forment un ensemble 
denombrable. Nous supposerons les fractions rddui- 
tes a leur plus simple expression. De deux fractions 
nous'mettons la premiere celle dont le numerateur 
ajoute au denominateurfournit la plus petite somme. 
Si ces deux sommes sont dgales, la premiere des deux 
fractions sera celle qui a le plus petit numerateur. 
Or il n’y a qu’un nombre limitd de fractions dont la 
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somme du num^rateur et du ddnominateur a uiie 
valeur donn^e. En mettant les premieres, celles 
pour lesquelles cette somme est 2, puis celles pour 
lesquelles cette somme est 3, etc., on rangera ainsi 
loutes ces fractions dans un ordre dtitermine, de fa- 
con qu’ci chacune d’elles correspoiidra un nombre 
entier dgal ii'son rang. 

De in6me, I’ensemble form6 de tons les groupe.s 
possibles de trois nombres entiers {a, b, c) est d(5- 
nombrable. De deux groupes nous mettrons le pre- 
mier celui pour lequel la somme a-+h + ca la plus 
petite valeur, et si a -H c a la m6me valeur pour 
les deux groupes, nous mettrons le premier celui 
pour lequel a est le plus petit, et si a est le m6me 
dans les deux groupes, nous mettrons le premier ce- 
lui pour lequel h est le plus petit. Comme il n’y 
a qu’un nombre limild de groupes pour lesquels 
d + b + cauw valeur donn^e, on voit qu’on pourra 
ranger tons ces groupes, et par suite fairc correspon- 
dre k chacun d’eux un nombre entier 6gal a son rang. 
Comme consequence de ce qui precede, considc- 
rons ce th6oreme, dit dernier theoreme de Fermat. 

« Si n est un entier plus grand que deux, la somme 
de deux puissances de deux nomlmes en- 

tiers a; et y, n’est pas une puissance d’un 
autre nombre entier ». On ne possede pas de d(i- 



monstration cle ce theoreme. Peut-6tre est-il faux. 
Je vais demontrer que s'il est faux, on pourra verifier 
cela par un noinbre limits d’essais. Eii etiet, 1 en- 
semble des valeurs (xyn) c’est-a-dire des valeurs 
qu’on pent attribuer simultanemf>nt au groupe de 
nombres (a?j/»i) est d^nombrable, d’apr^s ce qui, 
precede. Si done il existe une valeur de x, de y, 
de n, lelles que la soinme des puissances de x 
et de )/ soil une puissance exacte, ce tri- 
plet de valeurs occupera un certain rang p, alors 
apres avoir essaye tous les triplets de valeurs jus- 
qu'au rang p, on tombera surce systeine de nombres 
pour lequel le theoreme de Format esten ddfaut. 

Done : sile th6or6me de' Fermat est faux, on peut 
s’en assurer aprfes un nombre limits d’essais. Mais 
ces essais sont si nombreux que la vie d’un honime, 
et m6me celle du globe ne suffiraient peut-6tre pas 
pour arriver au triplet (.r, y, n) pour lequel le theo- 
reme est en d^faut, aprte avoir parcouru tous les 
precedents. 

J’envisage maintenant I’liypothese ou le theoreme 
de Fermat serait d^montrable. Sa demonstration 
fait alors partie d’un ensemble dont .les Elements 
sont toutes les demonstrations possibles. Je dis que 
cet ensemble est denombrable. 

Cousiderons en eftet, tout ce qu’on peut ecrire, eu 
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ecrivaut seulemenl n leltres. (Nomine il y ;i 26 leitres 
dans Talphabet frangais, si on 6crit n lettres on ecrit 
un arrangement de ces 26 lettres n k n, la m6me let- 
tre pouvant 6tre rep6tee. Le nombre de ces arrange- j 

ments est egal, comme on le demontre eu analyse | 

combinatoire, a 26 61eve a la puissance n. On pent 
cataloguer tous ces arrangements. II n’y a qu’li les - 

ranger par ordre alphab6tique. Prenons d’abord les i 

arrangements deux & deux, puis trois ;'i trois, puis 
quatre i quatre,... puis n a n..., on les rangeant ' 

chaque fois : dans cette suite ainsi rangaie, un -ar- 1 

rangement quelconque n n, occupera un rang, j 

quelque grand que soit n. Parini ces arrange- ' 

ments, quelques-uns, la plus grande partie, ne j 

formeront pas ni6me des mots. Biffons-les. Bif- j 

fons aussi ceux qui fornient des mots dont I’as- 
semblage ne prdsente aucun sens. D’autres arran- j 

gements formeront des phrases ayant un sen.s, inais ! 

n’4tant pas des demonstrations. II est certain que ) 

I’Eneide, ainsi que toutes ses traductions, dans i 

toutes les langues employant notre alphabet, tous ( 

les po6mes, romans, oeuvres litWraires de toute ! 

espece, se trouveront parmi nos arrangements. Blf- 
fant tout ce qui n’est pas une demonstration com- 
plete et rigoureuse, on aura I’ensemble de toutes les 
demonstrations possibles^ rangees dans un ordre i 
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determine. Celles qui conliennent le raoins de let- 
tres seront ies premieres, et celle's qui en conlien- 
nent le m6me nombre seront rangees par ordre 
alphabetique, commeles mots dans un dictionnaire. 
Chaque demonstration ayant un rang dete|-mine, 
celle du theoreme de Fermat, si elie existe, ocpupera 
un certain rang. En examinant toutes Ies d4monS' 
trations dans I’ordre ou elles sont rangees, on arri- 
verait forcenient, apres un nombre limite de recher- 
clies, a celle du theoreme en question. 

On pent done parvenir a toute demonstration par 
un nombre fini d’essais. II est hors de doute cepen- 
dant que cettemethode est impraticable. Siipposons 
qu’une demonstration contienne 1.000 mots, et quo 
le dictionnaire frangais contienne 10.000 mots. Le 
nombre d’arrangements avec repetition de 10.000 
mots 1.000 ^ 1.000, e’est 10.000 eieve a la puissance 
1.000, ou 10 eieve k la puissance 4. 000. e’est lin nom- 
bre de 4,001 chiffres, Tunitesuivie de 4.000 zeros. II 
est impossible d’avoir une idee d’un pareil nombre. 
Supposons une sphere d'un rayon si grand que la 
lumiere, parcourant e la secondo 300,000 kilometres 
mette 1 milliard de siedes a la parcoprir, et cher- 
chons le nombre de petits corps de la grossenr des 
globules de notre sang, que peut contenir cette 
sphere. Le nombre de globuies ainsi trmive sera 
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tenement petit coniparativement h celui qui nous 
occupe, (jue nousne pouvons nous faire aucune id^e 
de cette petitesse. 

J’ai suppose que le thdor6me de Fermat eiait dd- 
montrable. On regarde gendralement conme Evi- 
dent que toute proposition relative aux nombres, ne 
saurait 6tre vraie sans 6tre ddinontrable Cependant 
cela ne me parait pas certain, et je cherche en vain 
une raison qui rende la chose vraisemblable. 
M. Hilbert, dans une communication « sur les pro- 
blames futurs des mathdmaliques », laite en 1900 au 
Congrfes des mathdmaticiens (comptes rendus du 
eongr^s, page 69), parle de cette possibility de rd- 
soudre tout probiyme mathCmatique. Nous enten- 
dons, dit-il, toujours rdsonner cet appel : VoiM le 
probiyme. cherclies-en la solution. Tu peux la trou- 
ver par le pur raisonnement. Jamais, en effet, ma- 
thematicien ne sera rdduit i dire « Ignorabimus ». 

Le mot demontrable et le mot vrai, pourtant, ne 
semblent pas avoir exactement le mdme sens, quand 
il s’agit de demonstrations mathematiques. La pro- 
position suivante noramde thdoreme de d’Alembert : 

« Toute equation algdbrique a des racines ». N est 
pas vraie quand par racines on entCnd des nombres 
entiers ou fractionnaires ouirrationnels. Pourtant, si 

on entend par racines ddai^^bjets auxquels s’appli- 
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quent toutes les regies du calcul, sans savoir ce que 
sent ces objets, on pent arriver a cette conclusion 
que la proposition n’est pas contradictoire. (Voir les 
lecons d’algebre superieure de M. Tannery, redigdes 
par MM. Boret et DracK, dans lesquelles onse place a 
ce point de vue.) Mais de ce qu’un systeme de propo- 
sitions ne renferme pas de contradictions, il n’en re- 
sultepas qu’ily aitdes objetssatisfaisant ace systeme 
de propositions, et ne satisfaisajit pas a ime propriete 
autre que celles qiConpeut deduire de ces propositions, 

Cette question revient a la suivante; Si on peut 
construire une science, en admettant uu certain 
nombre de symboles non definis, et certains axiomes 
de faQon a ne pas avoir de contradictions, existe- 
t-il des objets representables par ces symboles, de 
sorte quele systeme d’axiomes admis et ceux-l^ seu- 
lement soit vrai de ces objets. Le non-contradictoire 
est-il identique au possible. Cela parait bien vrai- 
semblabledans le cas ou ces objets sont des nombres 
on des groupes de nombres, mais je ne vois pas que 
ce soit certain. 

Je vais maintenant montrer qu*il existe des en- 
sembles non denombrables. 

Par exemple Fensemble de tous les nombres pos- 
sibles tant fractionnaires qu’irrationnels, compris 
entre 0 et 1 n'est pas d^nombrable . 
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Un notnbre quelcoaque coinpris entre 0 et 1 est 
repr^sent^ par une fraction docimale liinitee ou 
illiniitde. Pour ddfinir une fraction ddcimale illimi- 
tee, il suffit de douner un moyen de calouler le 
chiffre. Toutefois, il ne faut pasqu’ii'partir d’un cer 
tain rang, tons les chiltres soient des 9. Le nombre 
0.99999... par exemple, serait 6gal ;'i i, comme le 
montre la thdorie des fractions ddcimales p6riodi- 
ques. 

Cela pose, considdrons un ensemble denombrable 
dont les dldments sont tous des nornbres compris 
entre 0 et 1. Je dis que cet ensemble ne contient 
pas tous les nornbres compris entre zero et un. 
En effet, formons un nombre de la fa^on suivante : 
Nous mettons d’aLord un zdro, puis une virgule, 
puis des chiftres choisis de telle sorte que le rt">o 
chiffre de notre nombre ne soil ni un 9, ni le 
chiffre du nombre de I’ensemble ddnombrable 
donne. Le nombre ainsi constitue ne sera pas dans 
notre ensemble. S’il y dtait, il occuperait un certain 
rang,le«,“e par exemple ; pnisqu’il seraitle son 
chiffre serait identique au chiffre du 
nombre de I’ensemble, ce qui est contraire i la facon 
dont notre nombre a construit. 

Gonsiderons, d’une facon plus gdn^rale, une suite 
mflniede nornbres. Dofa»fflBLe pareille suite, c'est 
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donuerun moyen de calculer chaque iiombre de la 
suite, counaissant son rang. 

Toutes les suites possibles ferment un ensemble 
non denombrable. En effet, considerons un ensemble 
denombrable de suites, je dis qu’il ne contiendra pas 
toutes les suites possibles. Formons en eflet une 
suite S, en prenant des nombres de telle sorte que 
le de ces nombres ne soil pas egal au n^^nomhre 
de la suite; la suite ainsi formee ne fera pas 
partie de I’ensemble, car si elle en faisait partie, 
elle y occuperait un certain rang n, et alors le 
nombre de notre suite serait identique au nom- 
brede la suite de rang n, or cela est contrairealafa- 
<?on dont cette suite a 6te construite. 

La consequence que je veuxtirer dela estcelle-ci: 
il y a des suites sans loi, ou ce qui revient au inline, 
des suites dont la loi de succession des tenues ne 
peut s’enoncer ou s’ecrire avec un nombre fini de 
mots. Nous savons en effet que tout ce qu’on peut 
dire avec un nombre fini de mots forme un ensemble 
d enombrable, et com me I’ensemble de tou tes les 
suites, possibles n’est pas denombrable, il y a force- 
meat de ces suites qui ne peuvent ^tre donates avec 
un nombre fini de mots. 

Cette curieuse remarque m’a 6td. indiqude par 
M. Tannery. 


GHAPITRE II 


DU CONTINU 


M. Poincar^ distingue le continu grossier ou vul- 
gaire du continu tel qu’il est concu par les math 6 ma- 
ticiens. Des objets sont dits former un continu, si 
dedx objets indistinguables separ 6 ment d’un 3 ®, 
peuvent n^anmoins ^tre distingues Tun de I’autre. 
Tel est la definition du continu vulgaire. 

Je m'occuperai ici seule'ment du continu mathe- 
matique, et d’abord du continu dit lindaireou k une 
seule dimension. Je vais dnoncer les proprietds des 
points d’un segment de droite. Nous avons defmi 
precedemment le mot « entre » etle mot « precede » 
et indique certaines proprietes des relations qu’ils 
expriment. 

L’ensemble des points d’un segment AB poss^de 
les proprietes suivantes : 

1 ° II y a un point A et un seul n’ayant auoun pre- 
cedent, un point B et un seul n’ayant pas de suivant . 

De deux points du segment, il y en a toujours un 
qui precede Tautre. 

30 Entre deux points, il y en a toujours d’autres. 
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4° Supposons Fensemble des points d’une droite 
divise en deux ensembles partieis, tels que tout point 
du ensemble precede tout point du second. Alors 
il existe toujours un point separantces deux ensem- 
bles, c’est-a-dire tel que lous les points du en- 
semble le precedent, et qu’il precede au contraire 
tons les points du 2® ensemble. 

Void rnaintenant comment, a chaque point du 
segment on pourra faire correspondre un nombre. 

Au point A je ferai correspondre le nombre zero, 
au point B le nombre un. Je prendrai entre A et B 
un point que je nommerai son milieu et auquel je 

1 

ferai correspondre le nombre — soit D ce point. Entre 

A et D je prendrai un pointy que je nommerai le mi- 

1 

lieu de AD et auquel correspondra le nombre — 

entre D et B je prendrai un autre point que je nom- 
merai son milieu, et auquel je feral correspondre le 
3 

nombre y. 11 est clair que ce numdrotage pourra 

6tre prolonge aussi loin qu’on voudra, et fournira 
ainsi des points dont les numdros seront des frac- 
tions ayant pour ddnominateurs 2, 4, 8..., c’est-k- 
dire une puissance de deux. 

II sera convenable d’exprimer ces numdros k Taide 
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de la numeration binaire ; dans cede numeration, il 
-n’y a que deux chiffres 0 et 1 ; deux s’ecrit 10, 3 s'e- 

1 1 

crit 11, 4 s’ecrit 100, 5 s’ecrit 101, — s’ecritO,!, — s'e- 

2 4 

3 

crit 0.0 1,- s’ecrit 0,11, etc. Ces sortes de fractions se- 

rout nommees des fractions binaii'es. 

. Pour eviter Parbitraire qu’il y a dans le choix du 
milieu de deux points, on pent supposer que Ton a 
une regie, une construction, qui de chaque couple 
de points permet d’en ddduire un autre, toujours 
situe entre eux, et qu’on nommera leur milieu. II 
convient que cette regie possede la propriete sui- 
vante : Si les nuraeros de deux points determines 
par cette regie sont a et b, etles numeros de deux 
autres c et d et si a + 6 = c + d, le milieu des deux 
premiers points coincide avec le milieu des deux 
autres. 

Considerons un point P du segment AB, qui n’est 
pas atleintpar le numdrotage precedent. II sera tou- 
jours compris entre deux numeros « et ,S dont la 
difference est aussi petite qu’oii voudra. « est une 
fraction binaire ayant autant de chiffres qu'on veut, 
eten definitive on verra qu’pn peut donner an point 
P un numero reprdsente par une fraction binaire 
illimitee. 
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R^ciproquemenl:, une fraction binaire illiniit^e 
reprfeente un point dont elle est le num6ro. Mettons 
cn effet d’une part tons les points dont cette frac- 
tion binaire pent depasser les nuineros, quand on y 
met suffisaniment de chiffres, et d’autre part tons 
les points dont cette fraction binaire ne ddpasse ja- 
mais les iiumeros. On voit sans peine que les points 
de espece precedent toujoiirs les points de 2® es- 
pece. 11 y a done, d’apres ce que nousavons admis, 
un point separaleur et e’est ce point qui a pour nu- 
mero la fraction binaire donnee. 

On voit que la division en deux parties dgales suf- 
fit pour graduer un segment de droite. On pourrait 
faire Fapplication de ceci aux arcs de cercle qu’on 
ne sail pas diviser autrement qu’en deux parties 
dgales. 

Nous ferons Fapplication de ce mode de division 
d’une droite a F4tablissement des principes de la 
geomdtrie projective. Pourle moment, bornons-nous 
a constater qiFelle conduit a la notion de nombre ir- 
rationnel consid^re comnie une fraction binaire illi- 
mitee. 

Nous avons appris a donner des numeros a tons 
tes points d’une ligne limit(5e. On etendra sans peine 
le num^rotage a une droite illimit^e. On pourra 
passer ensuite aux ensembles a plusieurs dimen- 
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sioQS. Dans un ensemble i deux dimensions un 
point possede deux num^ros, dans un ensemble a 
3 dimensions, il possede 3 numeros. Je n’insiste pas 
sur les ensembles plusieurs dimensions, car j’en 
reparlerai dans lechapilre sur les trois dimensions 
de I’espace. 

Je vais continuer ce cliapitre par quelques consi- 
derations sur un paradoxe ceifebre, nomind paradoxe 
de Zenon. On sait que les philosophes Eieates iiiaieiit 
le mouvement. L’idde de mouvement, prdtendaient- 
ils, est contradictoire. Achille poursuit uue tortue, 
dont il est sdpare par un stade ; bien qu’il aille dix 
fois plus vite qu’elle, il ne I’atteindra jamais. Quand 
il parcourt ce stade, en effet, la tortue en parcourt 
1 ^ ■ 

pendant qu’il parcourt ce dixieme de stade, la 
tortue en parcourt un centifeme, etc. 

Le paradoxe est grossier. Achille parcourt le stade 
en un certain temps, prenons ce temps pour unite ; 
pour parcourir le dixihine de stade qui suit, il ne lui 
laut qu un dixieme d’unite, pour parcourir le cen- 
tieme il ne lui faut qu'un centieme de I’unite de 
temps, etc. Le temps total employe par Achille 
pour atteindrela tortue sera alors la fraction deci- 
male illimitee, 1,11111... et d’apres la theorie des 
fractions periodiques, enseign6e en arithmetiqu© 
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cela fait 1 + ^ ou On n’a du reste qira diviser 
y y 

10 par 9 pour le vexifier. 

L’erreur provient de ce qu’oii confoiul le tCiups 
employ^ k parler de la course d’Achille avec le 
temps qu’il met k la faire. Vous dites, Acdiille par- 
11 1 

coiuq d'abord -T^r-puis-YT^, puis T— ^ etc. Si vous 

10 100 loot) 

vouliez continuer indefiniment cette momenclaiure, 

11 vous faudrait un temps inlini, mais ce temps n'a 
den de commun avec celui que met Acliille pour 
atteindre la tortue. 

On pent faire un paradoxe du mfirne genre, mais 
beaucoup moins grossier, en ern ployant la courbe ap - 
pel^e spirale logarithmique. line droite OM iourne 
autour de 0, pendant ce temps un mobile M parcourt 
cette droite de faeon que si Tangle que fait OM avec 
une droite fixe OX croit en progression ariihmdti 
que, la longueur OM croisse en progression giiomtltri- 
que, la courbe decrite par le point M esl une sfurale lo- 
garithmique. Si Ton fait tournerOMensens inverse, 
la longueur OM ddcroit au lieu de croitre, el le point 
M ddcritdes spires de plus en plus rapprochees de 0. 

On pent demontrer que toutes ces spires sont des 
figures semblables. Supposons par exemple que la 
longueur de chaque spire soit dix fois plus petite 
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quecelle de la spire precedente. Considt^rons un mo ' 
bile parcouraut la spirals de facon a se rapprocber 
du point 0. Une premiere spire 6tant parcourue en 
une secoiule, la suivante le sera en 0,1 de seconde, 
la suivante en 0,01, etc. Le temps employe a parcou- 

10 

rirtoutes les spires sera, 1,111, on - , bien qu’il y 

ait une infinite de spires. Gela seinble extrfimement 
Strange. On a peine ^ croire qu’il n’y ait pas b» quel- 
que contradiction. Gependant il y en a auciine. 

Du reste, le conlinu fournit des propositions encore 
plus Stranges. En void une empruntee k Fouvrage de 
M. Borel, sur les ensembles. Gonsiddrons un segment 
dedroite AB,6gal;i Funitede longueur. Pourabr^ger 
1 

jedirailepointg par exemple, pourindiquer le point 

1 

dont la distance au point A est 6gal . Ge nombresera 

le nuniero du point. II est clair que les points ayant 
des numeros cominensurables sont infiniment rap- 
proches ; il senable done bien que si aulour de che- 
que point il numero commensurable on enl6ve un 
petit segment, ilue doit riea rester sur la droite, ce- 
pendant il n en est rien. Si autour de cliaque point 
a numdro commensurable dgal ii une fraction irre- 

^ A... 1. . « 

e up petit segment de part et 
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d’aulre ^gal il reste encore des points sur la 

droite, et il en reste inline un ensemble non d^nom- 
brable. 

Cette proposition dont je ne donne pas ici la de- 
monstration, ddpasse a coup sdr en etrangete, tous 
les paradoxes des Eleates. Elle montre que le continu 
mathemaLique estquelque chose d’extremement sin- 
giilier, beaucoup moins simple qn’il ne semble au 
premier abord. 

Dans la pratique' de la science, dans les theoremes 
snsceptibles d’application concrete, cette etrangete 
du continu disparait. Considdrons le point ayant 
pour abcisse la racine carrde de un demi. C’estun 
point k num6ro incommensurable. On demontre 
que ce sera un des points qui resteront dans I’en- 
semble ci' dessus. Considerons au contraire un point 
dontle numdro estla valeur approchde de cette ra- 
cine carrde k un trillionieme pr^s. C’est un point a 
num^ro commensurable, et c’est un de ceux qui ne 
restent pas dans I’ensemble. Mais dans la pratique, 
ces deux points ne se distinguentpas I’unde I’autre, 
tenement ils sont voisins. Dans toutes les applica- 
tions pratiques de la science, on pourra les prendre 
Tun pour Fautre. 


CHAPITRE IFI 


LES TROIS DIMENSIONS DE L’ESPACE 


Tout le monde r6p6te que I’espace a 3 dimensions, 
et bien peu de personnes pourraient indiquer le sens 
precis de cede proposition. Les trait^s de gtomdlrie 
qui ^noncent cet axioms n’expliquent pas son sens. 
Quelques-uns semblent mdme I’obscurcir en disant 
que ces irois dimensions, nettes dans un cube, sont 
au contraire confuses dans une boule. L’idde la plus 
simple peut-6tre qu’on puisse se faire del’axiome, 
est celle-ci : on peut construire un triiidre trirec- 
tangle, c’est-^-dire trois droites telles que chacune 
soit perpendiculaire sur les deux autres, mais on ne 
peut pas construire quatre droites telles que chacune 
d’elles soit perpendiculaire Bur les trois autres 

Seulement un tel axiome n’a de sens que si I'on a 
deflni l-angle droit. On ne pourrait I’dnoucer au d6- 
but de la g6om6trie. 

Ceux qui ont fait de la gdomdtrie analytique, don- 
nent fi I’axiome un autre sens. Un point est ddfini 

par trois coordonndes* Mais ceci n ’est plus dldmen- 
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take, et d’ailleurs c’est soumis a des difficultes dont 
Fexposition m’entrainerait trop loin. 

M. Poincare, dans son ouvrage « la Science et Thy- 
polhese )) donne la definition suivante : Un continu 
est un systeme d’el6ments tels que Ton puisse pas- 
ser de Tun a Tautre par une serie d’eiements suc- 
cessifs, tels que chacun ne puisse se discerner du 
precedent. G’est la la notion du continu vulgaire^ 
dont nous avons deja parie. Si d’un continu C on 
enleve certains elements, qu’on ne considere plus 
comme lui appartenant, on dira qu’on y a fait une 
coupure. 11 pourra se faire que cette coupure trans- 
forme le continu Gen plusieurs continus distincts. 

Si un continu G peut etre divise par des coupures* 
formees d’un noinbre fini d’eiements, il sera dit a 
une dimension. 

Si un continu G peut etre divise en plusieurs con- 
tinus distincts par des coupures formant un continu 
k une dimension, et non par des coupures formees 
d’un norabre fini d’eiements, il sera dit a deux di- 
mensions. 

On definira ainsi, de proche enproclie, un continu 
a n dimensions. On ne voit gu^re ce qu’on peut re- 
procher h cette definition. EUe revient a dire a on 
coupe une ligne en deux en enlevant k cette ligne 
un ou plusieurs points ;> on divise une surface en 
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deux en en enlevant des points formant une ou 
plusieui s lignes ; uii volume en deux en enlevant 
des points formant une ou pfusieurs surfaces. La 
ligne a une dimension, la surface deux, le volume 
trois )). 

II y a une autre definition, peut-6tre moins bonne 
que la prdcedente encequ’elle fait inlervenir la no- 
tion de temps, mais qui vient peut-6tre plus naturel- 
lement 5 I’esprit. 

Un point en seddplacant, engendre une ligne; une 
ligne en se ddplacant, engendre une surface; une sur- 
face en se deplagant, engendre un volume. On [ne 
pent continuer cette s^rie au dela. Un volume en se 
ddplagant n engendre pas autre chose qu’un volume. 
C’est ce que Ton veut dire en affirmant que I’espace 
a 3 dimensions. 

Je vais preciser cette nouvelle ddfmition. J’ai, je 
suppose, une horloge. C’est un cadran gradue sur le- 
quel se meut une aiguille. Si un corps occupe la 
position A, en m6me temps que I’aiguille marque la 
division t, c’est-a-dire si dans le m6me 6tat de cons- 
cience je vois le corps en A et I’aiguille en t, je dirai 
que le corps passe en A I’instant t. 

D’autre part, j ai un point maWriel. Ce sera un 
corps de dimensions si petites qu’il me sera impos- 
sible d’en discerner les diff4rentes parties. Ce point 
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se depla'ce de fagon que si i'on considere ses posi- 
tions k deux instants suffisamment voisins, ces deux 
positions soient indiscernables. Je dis alors qu’il se 
d^place d’une maniere conlinue. L’ensemble des po- 
sitions successivesdu point fornrera alors une figure 
que je nomme une ligne. 

A chaque valeur de rcorrespond alors un point de 
la ligne, a savoir le point ou le mobile est passe a 
I’epoque t. 

Supposons alors une ligne materielle. Elle est 
formt^e d’un ensemble de points materiels, dont cha- 
cun correspond a une valeur de t. Deux points qui 
correspondent k deux valeurs tres voisines de t sont 
indiscernables. Supposons que cette ligne se d^place 
k son tour. Tous ses points d6criront des lignes. 
L’ensemble de ses lignes sera dit former une sur- 
face. A chaque epoque w correspondra Une position 
de la ligne mobile. 

La surface, en se d^placant k son tour, engendre 
un volume qui peut 6tre la totalite de I’espace, dans 
certains cas. Plagons-nous dans ce cas. A chaque 6po- 
que X) correspondra une position de la surface mo- 
bile. Des lors, considerons un point quelconque P de 
fespace. L’une des positions de la surface mobile 
passe par ce point. Supposons qu’elle y soit passee 
a f^poque d. 
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Coasid^roas le poiat P, de la surface mobile qui 
est veau en P k I’^poque v. Quand la ligne mobile a 
engendre la surface, elleest pass6e par P, -k une cer- 
taine dpoque. Supposous que ce soil a l’(5poque u. 
Soit l\ le point qui engendre la ligne ; il est venu 
en P, sur cette ligne a une certaine 6poque. Suppo- 
sons que ce soit I’^poque t. 

t, u, V se nommeront les coordonn^es de P. Dire 
qu’un point P a trois coordonn^es, c’est dire que 
l espace a trois dimensions. 

On peut, il est vrai, fair® cette definition, I’objec- 
tion que voici : La ligne n’est pas aussi bien definie 
qu’elle le parail. M. Peanoa trouve des fonctions 
continues xety de t, tel que le point de coordonnees 
X y peut, quand t a une valeur convenable, coincider 
avec n’importe quel point k I’interieur d’un certain 
carrd. Mais on peut eviter Pobjection en disant que 
le point ne revient jamais k une position indiscer- 
nable d’une position ddjci occupee. 

On pourrait maintenant se poser sur cette propo- 
sition, « lespace a trois dimensions » les mSmes 
questions que nous nous sommes poshes sur le pos- 
tulatum d’Euclide : Cette proposition est elleddmon- 
trable, cette proposition est-elle vraie on fausse, ou 
bien ne serait-elle qu’une convention commode. 

Pour la premiere question, il faut remarquer 
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d’abord les conditions dans lesquelles elle est pos^e. 
La question analogue pour le postulatum d’Euclide 
^tait : Le postulatum peut-il 6tre d6duit logique- 
ment des autres axiomes employds pour le debut d e 
la gdometrie jusqu’^ Ja thdorie des paralleles. Mais 
pour Faxiome des trois dimensions, la question n’est 
plus la m6me, il se pose en efiet des le debut. On 
peut poser la question autrement : Une gdornetrie 
k plus de trois dimensions serait-elle contradic- 
toire ? Evidemment non. Supposons qu’on ^ppelle 
point un systeme de quatre quantitds, x y z rien 
n’ernp6che d’etudier les transformations qu'on peut 
faire subir a de pareils systemes, on formera ainsi 
une gdomdtrie a quatre dimensions, et en employant 
des conventions de langage approprides, on aura des 
propositions tout a fait analogues k celles de la g6o- 
mdtrie ordinaire, mais d'un caractere purement al- 
gdbrique. ■ 

II y a mieux, comme gdomdtrie k quatre dimen- 
sions. Considdrons une droite, il faut quatre quan- 
titds pour la determiner ; elle est en efiet definie 
quand on donne les points ou elle rencontre deux 
plans fixes, choisis une fois pour toutes. Or ces deux 
points etant dans des plans donnes, ont chacuii deux 
coordonnees seulement. Cela fait done quatre nom- 
bres, quatre coordonndes pour definir la droite. On 
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exprime souvent ce fait en disant que I’ensemble des 
droites forme une vari^tb k quatre dimensions. On 
ditaussi, qu’enconsid^rantla droitecomme element 
g^n^rateur de I’espace.celui-ci a quatre dimensions. 

On peut ainsi considdrer dans I’espace des ensem- 
bles de figures ayant autant de diniensions qu’on 
voudra, et il convient, pour I’analogie, d’dnoncer un 
peudiff6remment notre proposition primitive : nous 
dirons « i’ensemble des points de I’espace est une 
varidt6 trois dimensions ». 

L’axiome n’est done pas ddmontrable. Est-il vrai 
ou faux ? La premiere r^ponse k cette question, sug- 
g6rde par ce qui precede, est qu’il n’est ni vrai ni 
faux. II est vrai ou faux seloii ce qu’on nomme point. 
Voici, je crois, comment M. Poincard envisage la 
chose. Legroupe de tousles ddplacements possibles 
edntient des sous-groupes. Parmi ces sous-groupes, 
il y en a pour lesquels un point reste immobile. 
Donner I’ensemble des mouvements qui ne depla- 
cent pas un point, ou donner ce point, e’est la mdme 
chose; mais e’est le groupe des mouvements qui est 
observe directement. Si au lieu de porter notre at- 
tenlion sur les mouvements laissant un point fixe, 
on I'eut porte sur ceux qui laissent une droite fixe, 
on aurait appeld point ce que nous nomroons droite, 
et I’espace aurait eu quatre dimensions. Je ne sais si 
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c’est bien la Tid^e de M. Poincare, car ailleurs il 
semble eiivisager les cboses autrement. 

Legeoinetre est parfaitement libre de nominer 
point ce qu’il vent, et de prendre pour Element g6' 
nerateur de I’espace, soil la droite, soit la sphere, 
soit le plan, etc. En fait, de belles theories ont etc 
constitutes en se placant k ces divers points de vues, 
niais le physicien est obligt de garder le point 
comme eltment gtntrateur. Les corps materi els- 
dont il s'occupe sont fornits de points, et ces points 
ont une existence reelle, palpable, ils tombent sous 
le sens. Au contraire, les plans tangents au corps 
n’ont aucuue existence rtelle, ils sont une pure fic- 
tion. 

En d’autres termes, pour le gtomttre, le point est 
rtltment gtntrateur de Tespace. L'espace est Ten- 
semble des points ; mais il est aussi Fensemble des 
droites, Fensemble des spheres, etc. Pour le physicien 
le point est un corps si petit qu’on ne peuty dis- 
cerner aucune partie, et tons les corps sont formts 
de points, et pas d’autre chose. Les propri6tes des 
corps ne dependent que de leurs poinls. Il n’importe 
pas par exemple pour les propri^t6s d’un corps,* qu'il 
ait oun’ait pas de plans tangents communs avec 
Mars, Jupiter et le SoleiL . , 

Comment acqu^rons-i*6us Fid6e que Fespace a 
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trois dimensions. Nous acquerons I’id^e de I’dten- 
due des corps par le sens inusculaire. Le sens mus- 
culaire est la sensation que nous dprouvons lorsque 
nous contractons nos muscles, C’est grdce k lui que 
nous avons conscience des mouvements de nos 
membres. Si nous touclions d’abord im corps, puis 
un autre, la sensation del’effort ndcessaire pour al- 
ler d’un corps a I’autrenous fournit I’idee de Teten- 
d.ue qui sdpare ces deux corps. M6me quaiid nous 
apprdcions une distance par la vue, le sens muscu- 
laire intervient. Lorsque nous examinons un objet, 
notre ceil n’est pas immobile. Nous parcourous I’ob- 
jet du regard, en ddpla^ant I’oeil de fapon que les 
difierentes parties de I’objet se peignent successi- 
vement sur la partie sensible de la rdtine. Le sens 
musculaire qui nous donne conscience des inouve- 
ments de notre ceil intervient done. Supposons qu’on 
fasse converger les axes des deux yeux vers un point 
A. Commenous avons conscience du deplacement 
de cheque ceil, nous apprdcions en quelque sorte la 
grandeur des angles que font avec la ligne joi- 
gnantles deux yeux, les droites allant de chaque ceil 
au point A. Ces deux angles et Tangle que fait avec 
le plan horizontal le plan passant par le point A et 
par les deux yeux, fournissent en quelque sorte trois 
coordonn6es naturelles du point A. C’est aiusi que 
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la vue nous fournit la notion de trois dimensions. Le 
stereoscope est un appareil fondd sur ce principe. 
On a deux images juxtaposdes d’un meme objet, 
vues de deux points un peu diflerents distants I’un 
de I’autre, comme le sent les deux yeux. On regarde 
les deux images une avec chaque ceil, .^ travers des 
prismes de fa?on que ces images soient superposdes. 
On a alors la sensation de I’objet vu avec son relief. 

Quelqu’un qui y consacrerait son existence, dit 
M. Poincare, pourrait peut-eire arriver a se repre- 
senter la 4° dimension. Comment ce quelqu’un de- 
vrait-il s’y prendre. Je vais essayer d’indiquer com- 
ment je congois la chose, tout en doutant fort qu’il 
puisse y parvenir. 

Supposons des 6tres n’ayant que deux dimensions 
et vivant sur un plan. Supposons sur ce plan un 
double dessin constituant la vue st6r6oscopiqued’un 
objet cl 3 dimensions. Peut-6tre nos 6tres, en palpant , 
ce dessin, en se familiarisant avec lui, liniraient-ils 
par dprouver comme I’intuition du relief de I’objet. 
Si cela est possible, on pourrait construire deux ob- 
jets h 3 dimensions qui soient les perspectives dans 
I’espace h 3 dimensions d’un mSme objet h quatre 
dimensions, prises de deux points de vue diff6rents. 
La phrase que je viens d’dcrire a un sens parfai- 
tement precis, si bizarre qu’elle puisse sembler au 
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lecteur. Peut-6tre, en palpant longuement ces deux 
objets, pourrait-on acquerir I’intuitioa .de I’objet a 
quatre dimensions dont ils sontla perspective. On 
aurait une vue st6reoscopique a 3 dimensions de 
I’objet considere. 

J’avoue que cette possibility me semble extr6me- 
ment douteuse. 


CHAPITRE IV 


L’UNIVERS, LA MATIERE, L’^ITHER 


L’uilivers est~il infini, est-il ^ternel, la matiere est- 
elle divisible a riofini. Ces diverses questions, qu’on 
s'est posees depuis bien longtemps, paraissent in- 
solubles. Nous aliens les examiner ici en quelques 
mots. 

L'univers est-il iufmi, cela peut signifier, y a t-il 
une infinite d’astres, ou bien la matiere totale a4" 
elle une masse infinie ; on pourrait encore trouyer 
d’autre sens k la question, raais ces autres seits sup- 
poseraient la mesure de I’espace. 

II y a un argument, tout physique, centre rinfi- 
mt6 de Tunivers. Get argument n’est pas probant,. 
mais je dois le citer d’abord. Sll y avaitune infinite 
d’astres, ilarriverait que ces astres etant distribuds 
au hasard, une droite quelconque passant par Foeil 
de Fobservateur, irait forc^ment rencontrer un 
astre plus ou moins 61oignd. Get astre 6tant lumi- 
neux, le ciel parattrait eclaire uniformdment. L’eclat 
d’une surface en effet, ne diminue pas quand elle 
s'eloigne. L’intensit^ de la lumi^re est en raison in- 
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verse du carrd de la distance, mais comme la gran- 
deur apparente de la surface est aussi en raison in- 
verse du carrd de la distance, I’eclat de I’unitd de 
surface ne diminue pas. 

Get argument est inadmissible pour plusieurs 
raisons. La principal est que la loi de ddcroisse- 
ment de la lumiere en raison inverse du carrd de la 
distance, n’est qu’approchde. On admet que les 
ondes lumineuses se croisant en tout sens dans I’es- 
pace, se propagent chacune comme si elle dtaitseule. 
On fait cela en vertu d’un principe d’analyse, appel6 
principe des petits mouvements, qui n’est qu’appro- 
chd, d’autant plus que les mouvements vibratoires 
sont plus petits. La loi n’^tant pas absolument 
exacte, on n’en doit pas tirer la consequence indi- 
quee plus haut. 

Citons encore, dans un ordre d’iddes tout difie- 
rent, un, vieil argument metaphysique. S’il y avait 
dans I’univers une infinitd d’hommes, par exemple, 
chacun d’eux ay ant plusieurs clieveux, il y aurait 
plus de clieveux que d’hommes, le nombredes hom- 
mes ne seraitdonc pas infmi, puisqu’il y en aurait 
un plus grand, celui des cheveux. 

Les proprietes des ensembles infmis montrent 
que cet argument ne vaut rieu. On pourrait du reste 
ddmontrer d’une faoon analogue que les nombres 
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premiers ne sauraieiit 6tre qu’en nombre fini. car il 
y a plus de nombres (premiers ou non) qu’il n’y a de 
nombres premiers. On sail cependant que la suite 
des nombres premiers est infinie. 

On dira, ii est vrai, que les ensembles infinis sont 
des ensembles d’objets possibles, tandis que pour 
I’infinite du monde, il s'agit d’objets reels. 11 fau- 
drait alors monlrer pourquoi un raisonnement 
n’ayant aucune valeur quand il s’agit d’objets possi- 
bles, peut en acquerir quand il s’agit d’objets rdels. 
D’autre part, qu'est-ce que le rdel, en quoi dillere-t-il 
du possible. On serait sans doute bienen peine dele 
dire. 

On ne pent done pas prouver que le monde est 
fmi, on ne pent pas davantage prouver qu’il est in- 
fini. Si le monde est fiui, il est possible, je crois, de 
prouver par des considerations de tbermodynami- 
que qu’il n’est pas dternel ; il n’en est pas de m6me 
s’il estinfini. 

Si le monde est infini, ebaque astre peut evoluer, 
se refroidir constamment, et cependant I’ensemble 
rester toujours dans le m6me etat, repasser periodi- 
quement par le m6me dtat. 

Supposons I’univers compose d'astres ranges en 
ligne droite, 6quidistants et formant une suite pro- 
longee inddfiniment dans les deux sens. Cbaque 
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astre aura uu prWdenl el u„ a, 

<|ue tous ces aslree se rcfroidissenl auivnut la 
lei, inais que clmcun soil en retiinl siodo sun. 
precedent, eii sorte que ii une epoque quelronque 
eliaque astre possSde la temperalnro qu'avoii le L' 
cede,,, an aiecle ,„p„,,va.,i. in'c i„,dli -1" 
vivanl eieruellement, mais quiUnnl cliaiiue siMe nn 

.ponral,erl,abi,er,es„iv„„,,ver,.iit louj.,.™ 

ivers dans le meme etat, il Irouveiait a el.aqu, 
Chaugemen, de domicile, le nonvel astre dan, 
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inZ ' ™ '’™' ’’“'““"■'c que Punirers duint 

It Zir r Hans le mCne etat, 

relro,rsse l>"se indlvldueltement, 
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profond^ment choquante, qu'o.; el 1 f 
mondp <5)0,.., „i • • ’ ^ '=®‘' pone a croirc ]e 
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voir un lemps oCi rieii n’existerait, ne prouve pas 
grand chose. 

Si Ton adinet I’infmite de I’uiiivers, bien des 
points reslcront encore obscnrs. Existe-t-il en ni6nie 
temps une infinite d’astres arrives a la p6riode de 
leur Evolution on ils sont habitables. 

Si Ton repondait par raffirinative ^ cetto ques- 
tion, .il en r6su]terait des consequences bien cu- 
rieuses, et en appiarence parado.xales. 

S’il y avait une inlinite d’astres habites par des 
etres intelligents, possedantun langage articuie, ily 
en aurait forcement plusieurs, une inliniie inline, 
on Ton parlerait la inline langue. 

II y a en efiet un nonibre fini de langues possibles 
composees d un nombre determine de mots, de cent 
mille mots par exemple. Cela est facile A demonlrer 
par un precede analogue a celui dejfi employe pro- 
pos de la theorie des ensembles. Je ne m’arreterai 
done pas a justifier cette assertion, 

Des lors une m6me langue doit forcement 6lre re- 
petee plusieurs fois dans I’iufmite des mondes. On 
ne veut pas dire par la qu’une langue determinee, le 
frangais par exemple, spit necessairement parie 
dans quelque planete eloignee, mais il y a des lan- 
gues (on ne salt lesquelies) parldes dans une infinite 
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On pent faire la m6me remarque pour d’autres 
choses que les langues. Toutes les choses qu’on peut 
dire dans un volume ayant un nombrelixe de pages, 
par exemple trois cents pages, sent en uombre liai! 
11 rdsulte de 1& qu’il y a forc(5metU une inlinit^ de 
planetes ayant eu la m6me histoire racontable en 
trois cents pages. 

De m6me pour la musique. II y a un uombre li- 
mits d’op6ras possibles pouvant se jouer en quatre 
lieures par exemple. Done s’il y a une intinit^ de 
planetes od I’on fait de la musique, il y a foredment 
une infinite de plandtes oii Ton joue le m6rae op6ra. 

Ges choses singulidres et paradoxales ea appa- 
rence, rdsultent tout bonnement de cette remarque 
bien simple. Si I’on a un ensemble inlini d’objels 
appartenant d un nombre fini de classes ddtermi- 
nees, il y a forcement dans I’ensemble, une infinite 
d objels appartenant k la m6me classe. 

Ce qui prdcbde n’a pas de conclusion certaine et 
je ne croispas qu’on puisse eu donner ; le probldme’ 
de Imfinitd de I’univers est enveloppd d’un nuage 


Voyonsmaintenant une autre question, la divisi- 

bihte de la matiere d I’infini, et d’une facon plus ird- 
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n6rale, les differentes fagons de coacevoir la ma- 
tiere. 

Cette question est loin d’etre aussi obscure que la 
precedente etbien des pliysiciens la croient rdsolue, 
et resolue par la negative. Les proprietds des com- 
binaisons chiiniques semblent en efiet exiger qu’il 
y ait des atomes de chaque espece de corps. C’est 
ainsi qu’une molecule d’eau, par exemple, est for- 
mde par la combiuaison d'un atome d’oxygene a 
deux atomes d’hydrogene. Malgrd les quelques difli- 
cultds assez sdrieuses qu’elle prdsenle, la thdorie 
atomique est maintenant adoptee par les cbimistes. 
Mais cette tlidorie n'est peut-6tre pas I’expression 
m6me dela r^alitd, elle correspond’ peut-6lre simr 
plement ^ la rOalit^, & peu prOs comme une propo- 
sition de gOomdtrie correspond Ji.sa correlative. 

Lord Kelvin a indiqud diflOrents moyens, pour ar- 
river a connaitre la grandeur des moldcules des 
corps. 

Je n’indiquerai pas ici ces difierents moyens. Quet- 
ques-uns semblent assez probants. Celui qu’il fonde 
sur latheorie cinOtique des gaz, et qu’il semble con- 
siddrer comme le plus important a le tort de reposer 
sur une bypothOse tres contestee. 

Mai.s. nuoiau’il en soit. les m6thodes deL'ord Kel- 
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vin ne prouvent pas la non divisibilite a I’infini de 
la mati^re ; lout ce qu’elles prouvent, c’est que la 
matiere n’est pas homogene dans ses plus petites 
parties. 

Lord Kelvin n’indique pas la grandeur des ato- 
nies, ni m6me celle des molecules des corps com- 
poses, il indique I'ordre des grandeurs k parlir des- 
quelles les proprietes de la matiere cliangent. Une 
petite quantite de matiere, dit-il, n’a pas lesraemes 
proprieies qu’une grande quantile, de ni6me qu’une 
forique n’a pas les proprietds d’un mur de briqiies. 

Experimentalement parlant, la matif;re est seule- 
ment une propriete de I’espace. Nos sens nous font 
connaitre que les differentes regions de I’espace ne 
son t pas toutes pareilles. Certaines sont resislantes, 
noire main ne peut y penetrer ; ou bien ellesne lais- 
sent pas passer la lumiere, et presentent une colo- 
ration- En des termes plus abstraits, les difierentes 
parties de I’espace presentent des proprietes difie- 
rentes. Certaines de ces proprietes peuvent s’expri- 
mer par des nombres. Ainsi en chaque point il y a 
une densite mesurable par certains procedes. Si 
celte densite est nulle, on dira qu’il n’y a pas de ma- 
tiere en ce point. De meme en chaque point, il y a 
une temperature, une conductibilite, etc. 

D’ailtrp.s nrnnriplAc cnrif . 


L’trNIVERS. LA MATIKUE. t/e'I’IIEU 


l/|f 


nombres, mais par cles vecteurs. Ainsi en chaque 
point, rattraction des autres corps a une certaine 
grandeur et une certaine direction. Elle est repre- 
sentee par un vecteur partant de ce point. De mAine 
en ebaqiie point il y a une force magn6tique, une 
force 61ectrique, reprdsentdes par des vecteurs. 

Ces propridtes ne restent pas toujours les ind- 
mes, elles varient avec le temps, et les lois de ces 
variations sont I’objet de la mecanique et de plu- 
sieurs autres sciences. 

Expdrimentalement, la iliatiere est une pure pro- 
pridtd de Fespace. Voici un cube en A, au bout d'un 
certain temps il occupe une autre position B. Pour- 
quoi diraiS“je que c'est le mdme cube. Pourquoi ne 
dirais-je pas que la densitd de Fespace occupant A a 
diminue jusqu’a zdro, celle de Fespace occupant B 
ayant au confraire augmentd. Pourquoi n’aurait-on 
pas un simple ddplacement de la densile, cbmme, 
dans une vague liquide, il y a un deplacement pro- 
gressif de la surface libre bien different de celui des 
molecules liquidesqiii se bornent a osciller. 

Lorsque j’attribue k la matiere une existence plus 
rdelle qiik la densitd, lorsque je fats de chaque par- 
ticule un individu, je fais une hypothese. Dans les 
corps solides qui se ddplacent en conservant leur 
forme, cela n’apparait peut-4tre pas ires bien, mais 
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envisagez un liquide. Jetez dans la mer un litre 
d’eau, puis retirez-en ensuite un litre. Cette propo- 
sitiou. (( II y a dans ce litre d’eau de mer une partie 
de Teau que j’avais jetee auparavant » a-t-elle un 
sens ? En somme I’identite d’un 6tre n’a de sens 
que pour cet 6tre, s’il est conscient. Si Paul et Pierre 
echangeaient leur sort et pouvaient faire que Fun ait 
exactement la situation de Fautre, pour tout autre 
chacun d’eux, rien ne paraitrait chang6 dans le 
monde. Au contraire k chacun d’eux le changement 
paraitrait sensible, llsemble qu’ily aitla un argu- 
ment pour la spiritualite de Fdme, mais celai rious 
entrainerait hors de notre sujet. Retenons dece qui 
precede, seulement ceci. Cette affirmation. « La 
m6me matiere qui tout a Fbeure etait en A est main- 
tenant enB)). n’a peut-6tre pas de sens ; elle n’est 
pas toujours verifiable. 

Disons un mot de quelques hypotheses stir la na- 
ture de la matiere. Dans Fhypothese de Boscowitch, 
la matiere se compose de points mat6riels sans di- 
mensions, separ^s par des intervalles finis. Elle res- 
semble en quelque sOrte ^ ces gravures ou de non)- 
breux petits points tres serrds font a Fceil Fefiet 
d’une teinte uniforme. Cette hypothese neparait pas 
soutenable. Si eneffet cette hypothese est bonne, 
elle doit donner un sens k la proposition. « II y de la 
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matiere au point A Or dans I’hypothese actuelle, 
la matiere doit avoir une action a distance, puisque 
les atonies ne se touchent pas. Des lors, les proprie- 
t^s de la matiere ne serontpas concentrties en A, et 
Ton pourra dire qu’il y a de la matiere tres pr6s de 
A, puisque tr^s pr^ss de A les propri^t^s de I’espace 
sont modifi^es. Pour dclaircir ceci, prenons une pro- 
pridte de la matifere, celle d’altirer la matiere. Le 
point A ^tant materiel, attire la matiere jusqu'ii I’in- 
fini. Sa prfeence se iaisaut sentir a I’infini, on poui-- 
rait, en uncertain sens, dire que la matiere du point 
A est prdsente partout. Le point A toutefois dili&re 
des autres points ou sa presence se fait sentir, en ce 
qu’il est centre de forces. Mais on peut observer 
qu’une sphere mat6rielle homogfene de centre A at- 
tire un point P, comme si elle 6tait concentrde en A. 
II n’y aurait done rien de changd si au lieu de consi- 
d6rer la matiere comme concentr^e en A, on la sup- 
posait repartie a I’intdrieur d’une sphfire de centre A 
et de rayon tres petit. Independamment de cette ob- 
jection, d’une nature un peu subtile peuWtre, il y 
en a une autre resultant de la difficult^ extreme de 
la definition du point geometrique. En geometric, 
nous I’avons vu, on peut, et mSme on doit se dispen- 
ser de definir le point; quant au point physique, 
e’est une portion de matiere tres petite, mais 
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que I’oa ne peut guere concevoir recluile a rien. 

II est presqueaussi difficile d’admeltreriiypothese 
d’apres laquelle les atonies seraieiit de petits corps 
solides extr^meiiient durs, absolunient iad^forma- 
bles, ayaiit soit la forme sph^rique soft toute autre 
forme. Si Ton pouvait faire une th6orie complete de 
la matiere, cette tbeorie devrait rendre compte des 
trois 6tats, solide, liquide, gazeux ; elle moutrerait 
pourquoi if existe des corps a peu pres ind^forma- 
bles. 11 est difficile de supposer que cette propri^te 
n’existant qu’a peu pres dans la matifsre observable, 
existe rigoureusement dans la matiere infmiment 
petite. 

De plus, un corps solide est limite par une surface 
parfaitemeiit iiette, et c’est la une notion purement 
ideate. II est beaucoup plus naturel d’admettre que 
lorsqu’on passe d’un point ou il y a de la matibre a 
un point ou il n’y en a pas, les proprietes definissant 
la matiere s’afEaiblissent graduellement, et qu’dn ne 
peut dire d’une fagon precise od commence la ma- 
tibre et bd elle finit. 

On ad met aussi quelquefois que la matidre est 
une modification de Idther, un tourbillonnement 
de I’etlier par example. Ce qu’on nomme ici dther, 
est une substance que I’on suppose rdpandue par- 
tout, cequi servirait dtransmettre la lumiere. La 
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lumiere serait un mouvemeut vibratoire de cette 
substance. Disons quelques mots de Fexistence de 
ce fluid e. 

Bien des gens admettent difficilement qu’un corps 
puisse agir sur un autre k distance, ils admettent 
done qu'il existe quelque chose remplissant Fes- 
pace, et servant d'interm^diaire entre les deux 
corps, pour transmettre cette action. L’attraction 
universelle est une action k distance. Elle ofire cette 
particularity de se transmettre instantanement. Une 
autre action a distance est la lumiere. Lorsqu'un 
corps lumineux eclaire un autre, il agit sur lui k 
distance. Cette action n’est pas instantanye, ce qui 
la rend encore plus difficile k admettre. En effet pen- 
dant le temps que la lumiere se transmet, la eause a 
disparu et I’eflet n’est pas encore produit, 

Le phynomene de Finduction electrique consiste 
comme on sait dans le fait suivant. Si Fon a un fil 
fermy (circuit) A, qui se dyplace dans le voisinage 
d’un courant electrique, ou bien si Fon fait varier 
ce dernier courant soit de position soit d’intensite, 
on produit dans le circuit A, un courant. C’est 1^ 
aussi [une action k distance du courant sur le cir- 
cuit A. Les expyriences de Hertz ont montry dans ce 
phenomyne une grande ^nalogie* avec les phenome- 
nes lumineux. En particulier Faction k distance du 
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courant sur le circuit u’est pas instautan^e, elle se 
propage avec la vitesse de la lianiere. 

TT aimfiiits. 

Un p6Ie d aimant plac6 dans le voisinage d’un cou- 
rant, est soumis .'t une force d'une certaine direction 
et d une certaine intensity. On peat done dire qu’en 
c laque point il y a une force inagnetique representa- 
ble par un vecteur. L’ensemble de tons ces vecteurs 
est ce qu’on nomine un champ magnetique. Quand 
un courant varie ou se deplace, le champ magneti- 
que produit par ce courant varie, et e’est cette va- 
riation du champ inagnetique qui produit I’induc- 
tion sur un circuit A. 

D apres la theorie actuellement admise.la lumiere 
serait precisement une oscillation periodiqae du 
champ magnetiqae existaiit partout. 

Maintenant si, pour expliquer ces phenomenes, 
n ad, net existence d’une sorte de fluide penetrant 
.ut, ^que. on nomme ether,. 

Ou hien on admet seulement les proprietes de 
I ether necessaires e I'explication des phenomenes 
eiectriques et lumineux constatahles, et dans ce cas 
on n admet, seinhle t-il, que des choses dont I’exne- 
rmnee prouve I’existence, ou hien' on admet autre 
chose et alors on fait une hypothese querien nejustifie 
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J’explique celte affimalion « si Ton a’admet pour 
I’ether que les proprietes strictement uecessaires,. 
on ne fait pas, a proprement parler, d’liypolhese. » 
L’experience deinontre I’exislence du champ magne- 
tique. Un champ maguelique, c’est quelque cLse 
de bien r^eJ, aussi rdel que la matiere, car on peut 
constater, h laide d instruments, la presence d’une 
force magn^tique en un point, aussi bien qu’on 
constate par les sens I’existence de la matiere. L'ex- 
pGii6iic6 iiiontrG done bien I’Gxistence de (^uelcjUG 
chose dans 1 espace, A la verite ce quelque chose ne 
sauiait etie assiinile a un fluide, inais il peut ^tre 
assimile au deplacement d’un fluide, car on defmit 
le deplacement d*un fluide k I’aide d’un systeme de 
vecteurs. Chaque vecteur a pour origine la position 
d un point du fluide avant le d6placement et pour 
extremil^ la posilion de ce point apres. Si I’^ther 
n est que le fluide fictif dont chaque vecteur repre- 
sente le ddplacement, il n’y a pas la une hypothese 
proprement dite, mais seulement une commoditede 
langage. 

Dans la theorie de Telectricile de Maxwell, ce n’est 
pas la force magndtique, mais la force electrique 
que 1 on considere comme un dAplacement, cette 
thdorie peut done se justifler en quelque sorte par 
des considerations analogues aux precedentes. 


I.'lrt 


s"» l. v I>HIU).S01>UIK DES M VTIIEMATIQI Es 


Revenoiis maiatenaat la matiere. On I’a consi- 
cl^ree comme un tourbillonuement de l ether. La 
th^orie des atdmes tourbillons est condamnee par 
ses consequences contredites par rexp«5rience, mais 
de plus, comme le fait remarquer M. PoineartS, il se- 
rait etrange, apres avoir pr6te a lether tomes les 
propnet^s de la matiere (inertie, pression, etc.) pour 
(itablir les equations des tourbillons, de refuser en- 
suite k cette matiere une existence propre. Pour 
expliquer les propri4t6s d’un objet A, la matifere, on 
fait I’hypoth^se qu’il existe un autre objet H (I'ether) 
ayant les propri6Ws de I’objet A, puis on refuse en- 
suite ces propri^tfe et toute existence propre a I’ob- 
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LA NOTION DE TEMPS 

La vie d’un homme est un ensemble d’etats de 
conscience. Deux perceptions sont dites simulta- 
nees, si elles font partie du in6me etat de conscience. 
De deux dtats de conscience A et B, I’un a une in- 
fluence sur 1 autre, sans que le second en ait sur le 
premier. A, par exemple, a une influence sur B, mais 
B n’eua pas sur A. On dira alors que A precede B, 
et de plus si A precede B et si B precede C, A pre- 
cede C, de telle sorte que les dtats de conscience 
peuvent 6tre ranges. C’est ce qui constitue la notion 
de temps. 

Mais on ne pent comparer ainsi que les etats de 
conscience d un m6me individu. Au contraire, pour 
deux individus diflerents, il a une diflicult^ insur- 
montable a definir deux dtats de conscience simul- 
tan^s, ainsi quel’a fait remarquerM. Poincare. MAme 
difficult^, bien aggravAe, s’il s’agit de deux phAno- 
mAnes se passant dans deux astres difiArents, et que 
nous percevons de la terre. En admettant d’une part 
la hi de I’attraction unmrselle s’exercant instantane- 
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d’un coi’iis a I’aulre. el d'antre (larl une vilesse 
(le la lunii5re do troix cent mille Inlometrex par .tecomle, 
on constate que ces lois sonld’accord avcc los ohser- 
valions que nous pouvons faire. D'autres lois sc- 
niienl possibles, el les eviineinenls (pii avec les pre- 
mieres doiveut 6tre consid6rfe coniine siniultanes, 
ne le serarent plus avec les autres lois. 

Laissons Ici ces difficult^s, d’ordre meta physique 
ea quelcfue sorte. Nous devons surtout exaiuiaer la 
notion de temps dans ses rapports, avec les ditl6- 
rentes sciences. 

En cin^matique, science du mouvemenl considere 
independamment des forcfes qui le produisent, le 
teiniis est simplement une variable independante, 
c’est-i-dire une quantity a laquelle onpeutaltribuer 
toute valeur possible. Si I’on donne les coordonndes 
d’un point en fonction de la variable t, k cbaque va- 
leur de t correspondra ainsi un point ; on dira que 
ce point se ineut. Les diff^rentes positions, corres- 
pondent aux difl^rentes valeurs de f, formeront une 
courbe, ce sera la trajectoire du point. 

On considfere dans certains cas des mouvements a 
deux ou k 3 parami'tres, e'est-a dire que les coor- 
donn^es d’un point sont fonctions non pas d\ne 
niais de deux ou irois variables. On pourrait dire 
que Ton a ainsi un temps S 2 dimensions, ou & 3 di- 
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mensions. Bien qu’on n’emploie jamais ces locutions, 
le seiil fait qu’on pourrait les employer montre bien, 
qu’en cinematique, le r61e du temps est celui d’uoe 
variable independante quelconque. 

II eii est autrement en dynamique, branche de la 
m^canique ou interviennent les forces. Voici com- 
ment on surmonte, ou on croit surmonter, dans cer- 
tains ouvrages, cette difficulte. 

Pour mesLirer le temps il faut definir deux temps 
egaux, et la somme de deux temps. Or, consid6rons 
un plienomene qu’on peut reproduire a volonte, 
dans des conditions telles, qu’il puisse (^tre consi- 
d6r6 comme identique a lui-m6me. Par exemple Te- 
coulement du sable en un lieu d^termin^, dans un 
sablier d^termind. On admettra que la durde de 
cet ecoulement est toujours la m6me. Si alors un 
ph^nomene commence avec recoulement et fiait en 
inline temps que lui, on dira que sa dur6e est 6g*ale 
a celle del’ecoulement. Si un phdnom^ne commence 
avec Pdcoulemeut, si un second phenomene com- 
mence quand le premier fmit, et si ce second pb6- 
nom^ne fiiiit avec l’6coulement, on dira que la du- 
r^e de P^coulement est dgale k la somme des durees 
des deux ph^nom^nes. 

On suppose ici qu’on a ^ sa disposition un ph^no- 
mene type, ayant une durde constante et pouvantse 



QUATRIEME PARTIE 


CONSIDERATIONS 

SUR diffRrentes sciences 


CHAPITRE PREMIER 
LE CALCUL DES PROBABILITES 

II arrive souvent que divers 6v6aenients peuvent 
avoir lieu, et par une sorte de raison de symetrie, 
doivent 6tre considdrfe comme egalement possibles. 
Donnons des exemples. ' Un de possede six faces, si 
ce d6 estun cube Men rdgulier, quand on le jette en 
l air, on doit considdrer comme egalement possibles 
les apparitions des di verses faces. Si, avec une piece 
de monnaie, on joue k pile ou face, on regarde 
comme Egalement possibles Tarrivee de pile et Tar- 
rivee de face. Si Ton bat les cartes, elles sont ensuite 
rangees dans un ordre quelconque. Tons les ordres 
dans lesquels on pent les ranger, doivent 6tre consi- 
d6rfe comme egalement possibles. 
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Quaad on a ainsi un certain noinhre cle cas 6gale- 
meul possihlos, on appelle probal)ilit6 d’un 6v6ne- 
meiu, line Iraction dont le ntun^ra ten rest le nombre 
decas favorables ^ cet 6v^netnent, le denoininateur 
i^tant le nombre total descas possibles. 

I ai exeniple, si 1 on tire une carte dans un jeu de 


d2 cartes, la probability de tirer un as est - on — - • 

*. i)2 13 • 


en efiet, il y a 52 cas possibles, et parrai eux ily en a 
4 favorables fi I’arrivye d'un as, puisqu’il y a 4 as 
dans le jeu. 

Pour faire dans le calcul des probabilitd.s, des rai- 
sonnements bien nets, il convient de fixer la nature 
des dv^nements qu’on considdre. On supposera par 
example que Ton a dans une urne, des boules toutes 
dgales entre elles, et de couleurs diverses ; la proba- 
bility de tirer une boule rouge sera une fraction dont 
le numdrateur est le nombre des boules rouges con- 
tenues dans I’urne, et le ddnominateur le nombre 


total des boules. 





Comme exemple de ces ddmonstrations, nous en 
indiquerons deux, le thdordme des probabilitds com- 
posdes, et celui des prob^baitds totales. 


i°ProbabUmcomposees.^U probability d’un d vd- 






■ 
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babilite du premier, multipliee par la probability 
qa’acquiert le second, qiiand on sait que le premier 
est arrive. Supposons par exemple qu’une urne con- 
tienne en tout 17 boules, sur lesquelles il y en a 6 
blanches et 11 colorees, et que pai’mi les 11 boules 
de couleur il y en ait cinq rouges. Je vais dymontrer 
que : « La probability de tirer une boule rouge est 
ygale a la probability de tirer une boule coloree, 
multipliye par la probability que Ton a de tirer une 
boule rouge quand on sait que la boule tiree sera 
une boule de couleur,)) En edet d’abord la probability 

5 

de tirer une boule rouge est D’autre part celle 

11 

de tirer une boule coloree est -jy-, et coinme, quand 

on sait que la boule tirye est colorye, le nombre de 
cas possibles est reduit a 11, nombre des boules de 
couleur, la probability de tirer une boule rouge 

5 

quand on sait que la boule tirye est colorye, est ; 


le thy.oreme a dymontrer est done traduit par pyga- 
5 11 5 

d7 ~ 17 ^ 11 ■ 

Or e’est 15 une identity aritlimytique, puisqu'on 
peut supprimer le facteur 11 au numyrateur et au 
dynominateur. 


J )t) 
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l>rolHihili(f'>! toiales. — 8i tin t'vt'-neiiittni peul: se 
produirt) dans ditl^reuts cas, la sdinaiede.s probalii- 
liti's do cos cas ost la prol.abililb do l ovenenienl, 
pourvu (ina ccs cas s’exclneiU, c'esl-a-dire tie puis- 
soul so prodniro onsoinble. 


Aiasi on a dans une time 17 boules, dont6 blaii- 
cbos, li rouges, 4 vertes et t blenos. La probabilite 
do tirer une boule colortJe est la soniine des proba- 
bility do tirer une rouge, de tirer une verte, de tirer 
une bleue. La probabilitddetirerune boulecoloreeest 

, , ri 4 a 

cesl lasoimnedes probability 

Pour appliquer les propositions prdc^dentes oudu 
moins la premise d’entre elles, admettons que la 


tuberculose entre 4 Paris pour i- dans les causes de 

dyy. Cherchons la probability que parmi les six 
auc6tresd’uiie personne, son pfere.sa rny-e, ses deux 
grauds-peres et ses deux grand’myres, 11 y ait an 
moins un luberculeux. Je vais prendre la chose indi- 
reclement en cherchaut d’abord la probabilite pour 
que aucune de ces six personnes ne devieune tuber- 
culeuse. La probability pour que la premiere ne le 

soitpas est-^; la probabmty pour que ni la pre- 
miere ni la deuxifeme no la soient, est ygale, d’aprte 
le 1" prmeipe, i, 1. p^pabflite popr 
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nele soil pas, multipliee par la probabilit(^ pour que 

4 . . 

la seconde ne le soit pas ou au carrd de— c’est-a-dire 
16 

a-^; pour que ni Tune ni I’autre des trois pre- 
Ad 

mieres ne le soieiit, ce seralenombreprecedent mul- 
tiplie encore par — ; pour que aucune des4 

premieres ne le soient, ce sera le noinbre precedent 

4 256 

multipli6 par ou 

cinq premieres ne le soient, ce serale nombre pr6c6- 
4 1.024 

dent multi plie pc^r— ou— enfin pour que ni 1 une 

ni Tautre des six ne soit tubereuleuse ce sera le nom- 

, . 4 4.096 

bre pr^cMent, encore multiplie par — ou 


pour que aucune des 


Pour que cela ne se produise pas, c’est-^-dire pour 
que Pune d’elles au moinssoit tubereuleuse, la pro- 
bability s’obtient en retrancliaut de un le nombre 
precydent Si Pon veut, on pent encore dire sur 15.625 
cas, il y en a 4.096 oil aucune des 6 personnes n’est 
tubereuleuse, il en reste done 11.529 oii Puneau 
moins d’entre elles Past Cela fait environ 3 cas sur 4. 
On voit que, sans que la tuberculdsesoithereditaire, 
on doit s’attendre ^Toir S fois sur 4 un tuberculeux 
avoir d’autres tuberculeux parmi ses ancytres. 
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Get exemple raontre coinbiea il faut se d4(ier des 
preuves fondles sur la statistique. 

Une notion iniportante dans la thdorie des proba- 
bilitds est celle de l’esp6rance matMmatique. Je vais 
iudiquer en quoi consiste cette notion, pour Fappli- 
quer ensuite la ddinonstration d’line curieuse pro- 
position. 

L esp^rance inath^inatique 'd’une personne ayaiit 
des billets deloterie c'est, par dfSfiaition, leprix que 
cette personne doit dqui table inent payer ses billets. 

Supposons que 1.000 personnes se reimiissent et 
donnent chacun 1 franc, on aura une sommede 1.000 
francs. Supposons qu’ob fasse une loterie de ':250 bil- 
lets, dontces 1.000 francs sout I’enjeu. II est clair 
que cliaque billet devra 6tre vendu quatre francs. 
Une personne ayant par exemple 11 billets, aura une 

probability de gagner ygale k elle aura payeses 

billets4Xll, or 4X11 c’est 1.000 X^, c’est la soinme 

k gkgner multipUye par la probability de I’obtenir. 

L’espyrance mathymatique est ainsi ygale au gain 
espery multipliy par la probability de I’obtenir. 

Je vais maintenant resoudre le problfeme suivant : 
On a une syrie de parallkles yquidistantes, tracyes 
sur une feuille de papier. On Jette sur ce papier une 
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aiguille doiit la longueur est infdrieure a la distance 
de ces parallMes. Quelle est la probability pour que 
I’aiguille rencontre Tune des parall^les tracyes ? 

La solution que je vais donner est due k M. Jo- 
seph Bertrand. Elle est fort curieuse et mdrite d’e- 
tre cityeici. 

Au lieu d’une aiguille, nous supposons une courbe 
fermye rigide, en fil de fer par exeniple. Nous sup- 
posons cette courbe con vexe, pour que si elle ren- 
contre une droite, elle la rencontre en deux points, 
et pas davantage. 

Iinaginons qu’on divise cette ligne ei> parties tres 
petites, de longueurs dgales, assez petites pour 
qu’on puisse les considyrerconimedes lignes droltes. 
On leur donne a chacune un numyro, et ce sent au- 
tant de billets de loterie. On jette la courbe sur le 
systyme de ces paralieles. Si aucune rencontre ne 
se produit, on ne paie rien ; si il y a une rencontre, 
il y en a deux, les deux numyros qui rencontrCnt les 
paraliyies regoivent chacun une certaine somme, 
cent francs par exemple. 

Il est clair qne la chance de gagner est la myine 
pourtous les numdros, et qu'elle est indypendaute 
de la forme de la courbe. En effet, tons les morceaux 
de courbe peuvent ytre considyres com me de petites 
droites d’dgale longuenr ; lefait pour la petite droite 
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d’etre lieea la courbe ne change rien a sa probabi- 
lity de couper I’une des parallWes, la probability 
est la raeme que si le petit morceau ytait dycoupe 
etlancyseul. 

L’espyrance matbymatique d’un joueur qui a pris 
un billet, est ygaleii cette probability multipliye par 
cent. S il prend plusieurs billets, I’espyrance se trouve 
encore multipliye par le nombre de billets. II est 
facile de voir que le fait que deux billets peuvent 
gagnerne change rien k cette conclusion. Si quel- 
qu'un a pristous les billets, son espyrance mathyma- 
tique se trouve done multipliye par le nombre total 
des morceaux, elle est independante de la forme de 
la courbe, elle ne dypend que de sa longueur. 

On peut aussi envisager cette espyrance raathy- 
matique de la facon suivante ; elle est ygale y la pro- 
bability que la courbe rencontre lesparalleles, mul- 
tipliye par 200, car si uue rencontre se produit, il 
s en produit deux et la personue possydant tons les 
billets gagne 200 francs. Cette espyrance ytant indy- 
pendante de la forme de la courbe, il en est de myme 
de la probability pour qu’une rencontre se produise. 

Supposons que cette courbe soit un cercle. On 
voit alors facilement que la probability est ygale a 
une fraction, dont le numyrateur est le diamOtre du 
cercle et le dynnminateur la distance des deux paral- 
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leles. Si L est la longueur de la courbe, le diametre 
c’est L divise par le nombre tv, rapport de la circon- 
f^rence au diametre. Si D est la distance des paral- 
leles, la probabilite est done L divise par tt x D- 

Si au lieu d’un cercle, on a une courbe fermee de 
longueur L, la conclusion subsiste, d’apres ce qui 
pr6c6de. Une aiguille de longueur I peut ^tre consi- 
d6ree comme une courbe fermde de longueur re- 
pli6e sur elle-m6me. Done, pour cette aiguille, la pro- 
babilite d’une rencontre s’obtient en divisant 21 par 
TT X D* 

Imaginons maintenant qu’avec Taiguille on fasse 
un certain nombre d’epreuves, 10.000 par exemple, 
et qu’on note le nombre des rencontres, la fraction 
de d^nominateur 10.000 et dont le nuin6rateur est le 
nombre des rei)contres, sera approximativement 
6gale a cette probability; done en multipliant la frac- 
tion obtenue renvers^e par 2/ et divisant par D, on 
aura approximativement le nombre tt, e’est-^-dire 
3,1416. 

J’ai fait autrefois I’exp^rience avec un millier d’e- 
preuves et j’ai obtenu 3,1. 

Le calcul des probabilite$ presents de nombreuses 
applications. Gitons d’abord Ja tli6orie des jeux de 
hasard. Un jeu de hasard eri Equitable lorsque I’es- 
perance mathemalique denbaque joueur est ^gale a 
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sa mise. II y a desjeux ou I’esperance mathematique 
d’lm joueur est ijifinie, de sorte que, quelle que soil 
sa mise, le jeu le favorise toujours. Tel est le jeu de 
Saiat-P6tersbourg, dout paiie longuement M. Ber- 
trand dans son calcul des probabilites. Expliquons 
rapidement en quoi consists ce jeu. II y a deux 
joueurs A et B ; B jette une pifece de inonnaie ; s’il 
amene face, il donne un franc a I’autre joueur, et la 
partie est flnie ; s’il amene pile, il recommence; si 
la seconde fois il amene face il donne deux francs a 
A, et la partie se ternriine 1&, s’il amene pile il re- 
commence, si cette 3“® fois il amfene face, il donne 
quatre francs ^ A, s’il am^ne pile il recommence. Si 
cette fois il am^ne face, il donne buit francs k A, 
et s il amene pile il recommence, et ainsi de suite 
toujours en dpublant la somme donn6e ^ A. 

Cherchons I’esp^rance matb6matique de A. A peut 
gagner un franc du premier . coup, la probability de 

ce fait est I’esperance mathematique de A est done 

0,S0, pour le premier coup. A pent gagner deux 
francs au second coup, mais la probability de cela 
est egale a la probability pour qu’on amene pile au 
premier coup multipliye par la probability pour 

qu’on amene face au second, e’est done ~ , I’espy ranee 
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mathematique de A est done le quart de 2 c’est-^i- 
dire 0,50. Au coup, A peutgagner quatre francs, 

1 

mais la probabilite n’est que 3-, comme il est facile 

o 

de le voir. Le liuiti^ine de quatre francs e’est encore 
0,50. On continuera ainsi, et pour ebaque coup, Fes- 
perance mathematique de A est de cinquante cen- 
times. Cela fait cinquante centimes une infinite de 
fois. L’esperance mathematique de A est infinie. 

Ce resultat, quelque surprenant qu’il puisse pa- 
raitre, n'a rien de coutradictoire. II faut I’accepter. 
Mais, dira-t-on, on serait fou de risquer cent francs 
a ce jeu. Cela est vrai, mais il est vrai aussi qu’on 
serait peu sage de risquer 100, francs ^ une loterie, 
oule prix de. billet e'tant cent francs, la somme ci ga- 
gner un milliard, il y aUrait un million de billets. 
On aurait 999,999 chances de perdre les cent francs, 
mais on paierait le billet 10 fois moins cber qu’il ne 
vaut, car I’esperance mathematique est de 1.000 ir. 
Quand* on joue gros jeu, cest toujours tr^s dange- 
reux, meme quand le jeu vous favorise. Telle est la 
reponse de M. Bertrand au paradoxe de Saint-Peters- 
bourg, et e’est celle que Ton doit adopter. 

Bien des gens s’inia^nent pouvoir toujours ga- 
gner en adoptant la tactique suivante. u On joue 
chaque jour jusqu’a ce qu’oii obtienne un gain, alors 


1 64 SUR Li PHILOSOPHIE DES MATHEMATIQUES 


on s’arr6te, et le lendemaia on recommence. Puis- 
que Ton est chaque jour en gain, cetle tactique est 
• profitable. )) 

Pour appr^cier la faussete de ce raisonnement, il 
sufflt de remarquer que I’interruption faite chaque 
jour dans le jeu, et plus ou moins longue suivant la 
chance, ne change nullement les conditions du jeu. 
Si Ton doilfaire en tout 500 parties, on a les mfimes 
chances de gain enles faisant avec des interruptions, 
qu’en les faisant cons^cutivement. 

Le calcul des probabilitds predit la ruine certaine 
mais a tres longue 6ch(5ance de celui qui joue cons- 
tamment a un jeu equitable. Pour indiquer au lec- 
teur comment une telle prediction est possible, sup- 
posonsqu’on joue k pile ou face, en jouant chaque 
fois une piece de dix centimes qui sert d'enjeu. Les 
joueurs A et B parient constamment le premier pour 
face, le second pour pile. B est infmiment riche, A 
ne possede qu’un franc. A sera ruine quand le 
nombre des piles aura surpass^ de 10 celui des faces. 
La probability pour que ce fait se produise avant un 
nombre determine de coups, par exemple pour qu’il 
se produise avant le centifeme coup, est un certain 
nombre qui pourrait Mre calcuiy. Or cette proba- 
bility est d’autant plus grande que le nombre de 
coups est plus considerable,^ et elle tend vers la cer- 
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titude. On peut done affirmer que Afmira par se mi- 
ner. 

Le calcul des probabilites a d’autres applications 
que la th^orie des jeux de hasard. Les assurances 
de toute esp^ce, sur la vie ou sur les choses, la thdo- 
rie des erreurs d’observation, d’une si grande utilitd 
dans les sciences physiques, sent de son domaine, 
inais nous devons burner la ce que nous en dirons, 
ce qui precede ^tant moins destine a donner une idee 
de Tensemble de cette science, qu’a montrer par 
deux ou trois exemples, quels genres de raisonne- 
ments Ton y rencontre. 


CHAPITRE n 


methodes dans les sciences ET 

GEOMETRIE. — COUP 

dceil general sur la gEomEtrie 

Les anciens distinguaient deux methodes pour 
parvenir a la virile, I’analyse et la synthase. L’ana- 
lyse va de la couclusion ^ 1’hypotl.ese, et la syuthfese 
au contraire, de I’hypothese a la conclusion II con- 
vient d’^claircir cela par un exemple. Supposons 
que Ion veuille cherclier une demonstration de 
cetle proposition. « Le cdtd de hexagone rdgulier ins- 
crit dans un cercle, est egal au rayon. ,) En joignant le 
centre aux extrdmites d’un c6te de I’hexagone, on 
aura un triangle ; tout revient e ddmontrer que ce 
triangle est equilateral ; pour demontrer ce dernier 
point, il suffit de faire voir que tous les angles du 
triangle sent egaux. Or I’angle au centre vaut la 
sixieme partie de quatre angles droits ou deux tiers 
angle droit ; Tangle en Tun des sommets intercep- 
tauUurla circonference 2 divisions dont chacune 

est - de la circonference, vaut | de deux angles 


16 ? 
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droits ou - de droit. On a ainsi trouve la demons- 
tration, en remontant de proposition en proposition, 
depuis celle qu’on vent demontrer jusqu’a une que 
Ton sait etre vraie. C’est la I’analyse. La syntbese 
consiste k parcourjr les propositions dans I’ordre 
inverse, en partant des hypotheses et aboutissant a 
la conclusion. C’est la maniere ordinaire d’exposer 
les demonstrations. 

L’analyse est simplement la recherche d’ une de- 
monstration, en commengant par la fin, ce qui est 
generalement plus commode. Quand la demonstra- 
tion a ete trouvde, on la retablit dans I’ordre natu- 
ral, c’est la synthese. 

Mais les mots analyse, syntbese, s’emploient dans 
d’autres sens. En void -bin sensiblement dilidrent 
du sens indique ci-dessus. Prenons ce probieme 
« construire un cercle tangent e trois cercles don- 
nes ». En supposant qu’il existe un tel cercle, on 
trouve une construction donnant les trois points de 
contact, la recherche de cette construction constitue 
I’analyse ; mais elle a besoin d’un complement. II 
faut, par la syntbese, demontrer que le cercle ainsi 
construit est bien tangent aux trois cercles. 

Enfin, ces expressions ont un autre sens, bien dif- 
ferent des precedents, dans les mots: demonstration 
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analytique, cl6moastration synthiStique. A tout point 
on peut. comme il a 6t6 dit prdc^demment faire 
correspondre 4 un syst^me de trois nombres, ses 
coordonn^es. A toute proprititd d’uu ensemble de 
points correspond une propri(5t6 de I’ensemble de 
leurs coordonnees. Ainsi toute propriety des figures 
est reducible une propriety des nombres. Lors- 
qu auheu de demontrer une propri^t^ des fio-ures 
on d^montre la propri6t6 correspondante sur leA 
nombres c’est l^i ce qu’on nomme une demonstra- 
t on analytique. Par opposition, une demonstration 
directe est dite synthetique. Jetons maintenant un 

coup d’ceil sur la science geometrique. 

L objet de la geometrie est, nous le savons, retude 
ces figures, c'est-fi-dire des ensembles de points. Ces 
ensembles peuvent etre de natures -trbs diverges • 
ussi la science geometrique est-elle fort etendue et 
les riche par le nombre et la variete des proposi- 
tions qui la composent. ^ 

Wtude des dtoites, des plans et des spheres avec 
CMlqaes notions snr les seotlons conlques. compose 
0 g«,metne Olemenmiro, et cela reprdsente ddje „n 

analyhque en permettant de dStinlr un ensemMo 
de points, ligne on snrlaoe, par une equation eiarirlt 
dnormement ce domaine. la theor’e des s’^il 
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coniques devient ici celle des courbcs du second 
degrd. Dans I’espace ^ trois dimensions, on a de 
m6me les surfaces du second degrd, surfaces qu’un 
plan quelconque coupe suivant une section conique. 

La theories des courbes algebriques, qui se ratta- 
che dtroitement ^ I’analyse, peut 6tre considerde 
ensuite. L introduction des points imaginaires est 
indispensable pour donner aux propositions toute 
leur g^neralitd. Lorsque I’dquation d’une courbe,. 
par exemple, est vdrifiee quand on reinplace les 
coordonndes d’un point par des quantites imagi- 
naires, a + bi,r- + di (en remplacant dans, les cal- 
culs i- par 1), on dit que la courbe passe par le 
point imaginaire ayant ces quantitds pour coordon- 
ndes. Ce n est la qu’une mani^re de parler, car au- 
cun point rdel ne possSde de coordonndes imagi- 
naires, mais I’expression a un sens puisqu’elle cor- 
respond k un calcul que Ton peut faire et qui per- 
met, dans chaquecas particulier, d’envdriflerrexac- 
titude ou la faussete. 

Les courbes algebriques se classent d’apres leur 
ordre, qui est le degrd de leur equation. Une courbe 
de degre on d’ordre m est coupee par une droite quel- 
conque en m points rdels ou imaginaires. La classe . 
de la courbe est le nombre de tangentes, rdelles ou 
imag'inairES, (ju on pout lui iDGncr p 9 .r un point. 
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Maisilyaunnombrebien plus important pour 
1 etude des courbes algdbriques que I’ordre et la 
classe, ce nonibre est celui qu’on nomine le genre. 

II est impossible ici, d’en donner une definition. 
Disons seulement que si deux courbes se correspon- 
dent point par point, de telle manifere que, sauf pour 
certains points particuliers, it un point de I’une des 
courbes correspond un point unique de I’autre, ces 
deux courbes out forcdment m6rae genre. Ain^ il 
n est pas possible de trouver une transformation fai- 
sant correspondre fi un point d’une courbe un point 
unique d'une seconde courbe, et vice versa, qui trans- 
forme une courbe en une autre de genre different. 

Dans le domaine de la gdomdtrie h trois dimen- 
sions on rencontre la thdorie des surfaces ofi se 
prdsentent des questions extiAmement variees, exi- 
geant a chaque instant, pour 6tre rfeolues, I’emploi 
de I’analyse. Les surfaces possMent en chaque point 
un plan tangent, contenant les tangentes k toutes les 
courbes que I’on peut tracer sur la surface par ce 
point. S. I’on coupe la surface par un plan tres voi- 
sm du plan tangent, on obtient une courbe que I’on 
pent toujours consid6rer comme une conique infini- 
ment petite. Charles Dupin qui imagina cette petite 
conique, lui donna le nom A’indicatrice et elle lui 

servit pour 6tudier la rowrfiiw'e de la surface. 
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On pent etudier sur la surface differenles series 
de lignes remarquables. Les lignes de courbure qui, 
en chaque point de la surface, sont tangentes aux 
axes de sym6trie de Findicatrice. Les lignes asijmp- 
totiques, tangentes aux lignes suivant lesquelles le 
plan tangent en chaque point coupe la surface dans 
le voisinage de ce point. Les surfaces ayant en 
chaque point leurs lignes asymptotiques rectangu- 
laires se nomment surfaces minima. Si Ton consi- 
deie une courbe ferinee non plane, la surface de 
plus petite etendue cju’on puisse faire passer par la 
courbe, est une surface minima. Le c61ebre physicien 
Plateau a indique le moyen de realiser physique- 
inent de pareilles surfaces. 11 plonge un petit con- 
tour en fil de fer formant une courbe fermde non 
plane dans un liquide susceptible de former des 
lames minces, comme Feau de savon, ou mieux, un 
melange d eau de savon et de glycerine, Le liquide 
adhere au contour et forme une membrane mince 
limitee au contour et la forme aflectee par cette 
surface est celle d’une surface minima. 

Le probleme de determiner une surface de cette 
espece passant par un contour donne est des plus 
difficiles. II ne pent 6tre r^solu que dans des cas tres 
particuliers. 

Une espece de ligne que Fon pent tracer sur une 
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sur ace ost consulate par les lignes geod4siq„„ Ce 
onl les Ijgpes les plus courtes que I'on puisse tracer 

curia surface ett, re deu^de ieurs poiL suC 

nenlrapproches. La distance de deux points coutp- 
sique'!' la distance geode- 

Le probleme de faire correspondre ft une surface 
donniie une autre surface, de raaniere que la distance 
gdodesique de deux points de la premiere soit dgale 
f cell, des deux points correspondants sur lat 
conde est le probleme des ,nrlam appUcakk, sur la 
surface donnee. C’est encore 14 „„ probleme des plu 

“.““PautresoudreicplX: 
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ouriace doanee est un olan Tao 
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® egalementdes ensembles de lignes on dA« An 
seutbles de surfaces. Nous avous det dlt 4 

des dimensions de l esuac. o„ t ' 

^ ^ qu une ligne droite 

pend de quatre quantiles, ou suivant 1 ’a 

II en est de m6me del’ensemble des ' 
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pour determiner une sphere il faut se donner les 
Irois coordonnees du centre et le rayon. M. Sophus 
Lie a indiqu6 uu inoyen de faire correspondre a 
chaque droite une sphere et a chaque sphere une 
droite, de sorte que deux spheres tangentes corres- 
pondent h deux droites qui se coupent. Cette trans- 
formation est tres interessahte, mais pour en donner 
une id4e, il faudrait entrer dans de longs d^veloppe- 
ments. Je me borne done a la signaler. 

Les ensembles de vecteurs doivent aussi 6tre si- 
gnals ici. Ils out dans les applications a la m^cani- 
que et h la physique mathematique, une tr6s grande 
importance, et nous aurons I’occasion d'en reparler. 
Disons-en seulement quelques mots ici. 

Un vecteur est un segment de droite AB, dont I’ori- 
gine A se distingue de I’extr^mite B. Le sens du 
vecteur est le sens AB. 

L’ensemble de tons les vecteurs possibles est une 
variate a six dimensions, puisque donner un vecteur 
c est donner les trois coordonnees de son origins, et 
les 3 coordonnees de son extremite. 

Deux vecteurs egaux, paralleles et de meme sens 
sont dits equipollents. 

La somme geometrique, ou resultants de deux 
vecteurs OA, OB, est la diagonals du paralieio- 
gramme ayant OA et OB pour c6t6s. 

10 . 
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La Vitesse dun point qui decrit une courbe, pai 
exemple, se represente par un vecteur, ce vecteur a 
son engine au point qui decrit ia courbe, sa direc 
tion est celle de la langente ^ la courbe, dans le sens 
u^mouvement, et sa grandeur est celle de la vitesse 
feb m point A d^crivant une courbe, on niene par 
un point fixe 0 une drolte OB eigale, parallele i la 
Vitesse du point A et de m6me sens, on obtient un 
point B qui reste immobile dans le cas ofi la courbe 
d6cnte par le point A se hdmt i une droite parcourue 
d un mouvement uniforme. Dans ce cas, en ellet, la 
Vitesse est constante en grandeur et direction. Dans 
e cas contraire, le point B se ddplacera et decrira 
une seconde courbe souvent appeliie I’indicatrice de 
a premiere; et la vitesse de ce second point B, est 
appel6e I’ acceleration du premier. 

J’indiqueicicettenotion,pourfaciliteraulecteurl’in- 

elligence dece queje dirai^ propos de la m^canique. 

Si fi chaque point de I’espace on fait correspondre 
un vecteur ayant son origine en ce point, on a ce 
qu on nomine un champ de vecteurs. Les di verses 
lidories de la mecanique et de la physique prfeen- 
tent de nombreuses applications de cette notion. 


m 





CHAPITRE III 


DE LA MECANIQUE 

La m^canique se divise eu plusieurs parties. O 0 
peut en distinguer quatre. ((La cindmatique, la sta- 
tique, la geom6trie des masses et la dynamique. )) 

Nous avons dejja parM de la ciiuSmatique, scieiu^e 
daus laquelle on ne tient aucuu compte des forces 
produisantle mouvement. Cette science a des appli- 
cations extr^mement nombreuses ci Tindustrie. L’e- 
tucle des mecanismes, des transformations de mou- 
vements soit par engrenages, soit par tiges articu- 
l^es, soit de toute autre maniere, fait partie de la 
cinemalique. Bien des appareils ingenieux de pbysi’ 
que, corame le siddrostat deFoucault. sont en r6alit6 
fondes sur quelque proposition de cindmatique. 

Pour donner un exemple de proposition relative d 
cette science, je prendrai la suivante : Tout d^place- 
ment infiiiiment petit d’un corps solide est un mou- 
vement h^licoidal. La demonstration suivante, ern- 
pruntde au traite de cin^matique de M. Koenigs est 
extr^mement simple. .Considdrons deux positions 
A et B occupies par un solide h deux instants tres 
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rapproch^s. Soit M unpointde A, M, la position que 
vient occuper M quand A vient en B, Le point qui 
4tait en M,, quand le corps occupait la position A 
vient en Ms quand le corps est en B. Le point qui 
dtait en quand le corps 6tait en A vient en M, 
quand le corps est en B, et ainsi de suite. On a ainsi 
une suite de points M M, Ms Ms etc., tels que chacun 
vient remplacer le suivant quand le corps passe de 
■la position A a la position B. Ces points, tres rappro- 
ch^s les uns des autres, forment une courbe qui 
glisse ainsi sur elle-ni6nie lorsque le corps passe de 
la premiere position ^ la seconds. Or les seules courbes 
pouvant ainsi glisser sur ellesm-6nies sans se d«or- 
niei sont la dyoitQ le cgtcIg et VhclicG. Si la courbe con- 
sider^e est une droite ou un cercle le inouvement 
est une tvanslation ou une Totation, sinon c’est un 
mouvement heliccndal . 

Je citerai aussi mais sans la d^montrer, cette pro- 
position de M. Koenigs. Toutes les courbes et surfa- 
ces alg^briques peuvent 6tre ddcrites k I’aide d’un 
systems articul6. 

La statique emploie la notion de force ; niais I’ein- 
ploi de cette notion en statique est beaucoup plus 
simple qu en dynamique et ne donne pas lieu aux 
m6mes difficult6s, surtoul si I’on se limits ^ la stati- 
que des corps solides invariables. 
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Pour bien exposer la statique, il convient de la 
considerer coname une science purementratioiinelle. 
On sail que dans une science purement rationnello on 
admet un certain nonibre de syrnboles non lUjinu. Ces 
symboles sont de deux sortes, les uns repr(5sentaut 
des objels, les autres des relations entre ces objets. 
C’est ainsi que pour rarithnidtique on admet : 
l°Qu'on sait ce que c’est qu’un nombre;2" Qu’on salt 
ce que signifie ajouter I’unite uu nomhre. Pour 
exposer la statique d’une facon rationnelle, onadmet- 
tra done ceci: 1‘ On sait ce que c’est qu’une force, 
une force a une direction, une intensity, un point d'ap- 
plication ; elle est des lors repr^sent^e par une vec- 
teuf, 2“ Sous certaines conditions on regardera deux 
systfemes de forces commB Equivalents, et cette equi- 
valence satisfait e certains prin'eipes, tels que celui- 
ci. « Si deux systfemes de forces A et B sont equiva- 
lents, le systems A— B, est equivalent k zero (— B 
designant le systems B dont toutes les forces ontetd 
changees de sens) . » Si deux systemes de forces sont 
equivalents, ils restent encore equivalents quand on 
y adjoint des systemes equivalents, etc. 

Moyennant un certain nombre de principes ana- 
logues e ceux-ci, on Mt/dta la statique une science 
purement rationnelle nt qni est, en quelque sorte, le 
complement naturel ,de la gdometrie . 
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Je ferai sur I’enseignement de la statiqne,les mo- 
nies reflexions dej& faites i propos des principes de 
la geom^trie. Un debutant ne comprendra jamais 
que Ton pose des principes sur des objets non de- 
finis. Pourlui. il faut faire de la statique une science 
experimentale. Une force, c’est ce qu’on mesureavec 
un dynamometre. 

Le geomdtrie des masses est une partie de la md- 
canique dans laquelle on considere des ensembles 
de points dont chacun possede un coefficient appeld 
masse. La thdorie des centres de gravity, des moments 
dinertie, etc.,se rattache ^ cette espece degdomdtrie 
qui ne donne lieu fi aucune difficultd particulidre. 

Passons a la dynaniique. Les principes de cette 
science donnent lieu a des difficultes presque inex- 
tricables. Ces difficultds sont etudides avec beaucoup 
de som dans la mdcanique physique de M. Andrade 
et dans Pouvrage de M. Poincare. « la science et 
I’hypothdse. » 

Je distinguerai trois fagons d’exposer la dynami- 
que. Le systdme fonde sur la notion de Force, le sys- 
tdme fonde sur la notion de Masse, et le s’ysteme 
fondd sur le principe d'Hamilton. 

Void les principes du 1«'^ systeme ; 

1® Une force est quelque chose qu’on ne ddfinit 
pas, maisqui a un point d’appUqation, une grandeur 
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ou inlensite, une direction, et par suite se reprd- 
seiite par un vecteiir. Le point d’application d’une 
force doit 6tre un point materiel. On dit que la force 
est appliquee au point. Ainsi les mots Force, appH- 
quer une force d un point sont les syrnboles ‘non defmis 
sp6ciaux a la dynamique; 

Si aucune force n’est appliquee k un point, le 
mouvement de ce point est rectiligne et uniforme 
(Principe de Tinertie) ; 

S'" Si un point soumis ou non k des forces poss^de 
un certain mouvement M et vient k 6tre soumis k 
une force F, on obtient le nouveau mouvement du 
pointen composantle mouvement Mavec le mouve- 
ment que produirait la force F sur Jc point partant 
du repos. (Voici ce qu’on entend par composer deux 
mouvements. Si le mouvement am^ne un point 
de 0 en A, et le second de o en B, le mouvement re- 
sultant est celui qui amenerait le point de o ^ Fex-- 
tremile D de la diagonale du parallelogram me ayant 
pour cotds 0 A et 0 B) ; 

4° Si unsysteme de points n'est soumis a aucune 
force que les actions de ces points les uns sur les 
autres, la force qui provient de Faction du point A 
sur le point B est dgale et directement opposee k 
celle qui provient de Faction du point B sur le point A. 
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11 faut avanttout reraarquer que ces principes ne 
se contredisenl pas mutuellement et permettent 
bien de constituer une science ralionnelle. Mais pre 
nons le principe 2. Un monvement suppose im 
systbme de comparaison. 

Prenons un systeme de3axes rectangulaires, et 
supposons que pour un observateur ces 3 axes 
et n’ayant pas conscience de son mouvement le 
mouve.uentdu point soil recliligne et uniforme! II 
n en sera plus de m6me pour un observateur lie k 
d autres axes mobiles par rapport aux premiers. II 
faut done, pour que le principe 2 soil vrai, admettre 
un systbme d’axes qu’on considers comme absolu- 
luent fixe. Or cela r^pugne. Nous ne pouvons con- 
naltre que des mouvements relatifs. Le repos absolu 
n’a aucun sens. Malgr^ cette difficulKi, je ne con- 
sidbre pas cette manifere d'exposer les principes 
de la m^canique comme mauvaise. Les principes, 
nous I’avons dit, ne renferment pas en eux-m6mes 
de contradiction. IIs permettent d’dcrire pour cha- 
que problbme pos^, les Equations du mouvement, et 
e’est ce qu’on doit leur demander. 

La difflculte du mouvement relatif existe, du reste 
dans les autres systfemes. II y ena une autre. Pour 
que la science formde avec les principes precedents 
puisse etre autre chose qu’un simple jeu, il faut 
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qu’ellesoitcoafOriae la r6alit6. Or, dans la rdalitd, 
on ne peut pas considerer une force comnie quelque 
chose s'attelant a volonte a un point ou a im autre, 
comme une locomotive un train. C’est Ici cer- 
tainement une difficulte s^rieuse, mais on peut se 
dispenser de s’y arrSter, en remarquant ceci. Si en 
admettantque certaines forces agissent sur un sys- 
tems de points, on a, en respectant les principes 
de la mecanique, dcrit les Equations dn mouve- 
ment, et si ce mouveinent est conforme it la reality, 
on pourra dire que les forces agissant rdellement 
sur le systeme ferment bien un systfime Equivalent 
a cedes qu’on a supposEes. Or c’est toujours ce qui a 
lieu dans la pratique.' Le mouvement d’un point pe- 
sant par exernple est bien conforme la tliEorie. 

La seconde maniEre d’Etablir les principes de la 
mEcanique, est d'admettre la notion de mass/t. A 
chaque point matEriel correspond un nombre appelE 
sa masse, etla masse d’un systEme est la somme dcs 
masses de tous ses points. Si un point se meut, on 
dit qu.’il est soumis E une force Egale k sa masse 
multipliee par son accElEration, et dirigee comme 
cette accelEration^' . , ; . ' 

J’ai dEfini, E propos des vecteurs, ce qu’on en- 
tend par acciUratioH ^ ; . ' 

Alors pour avoir les Equations du mouvement 
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(1 un systfeme, on appliquera une metliode dite prin- 
cipe de d’Alembert, et ramenant la dynamique k la 
statique. Si en chaque point du syst^me on fait agir 
une force Active dgale k la masse du point multi- 
pli6e par son acceleration, et de sens contraire i 
cette acceleration, ce systeine de forces fait equi- 
libre aux forces donnees. 

Ce systeme suppose comme symbole non defmi 
la notion de masse ; mais la masse peut se mesurer 
experimentalement, soil k I’aide de la loi de I’attrac- 
tion universelle, s'il s’agit des corps celestes, soit k 
I’aide du poids s’il s’agit de corps situds pres de 
nous. 

Dans le systfeme fond^ sur I’integrale d’Hamilton, 
on d^finit deux quantites, Venergie oin^tique d'un 
syst^me de points et son energie potentielle, Ges deux 
quantitds varient avec le temps. Si on decompose 
un intervalle de temps quelqonque en petits inter- 
valles 6gaux, Ja moyenne de la difidrence entre ces 
deux energies pendant tous ces petits intervalles est 
la plus petite possible pour le mouvement reel du 
syst^me. - 

Ce systeme est logiquement tre$ simple, mais son 
exposition math^matique repose sur le calcul des 
variations. On ne pourrait exposer ainsi la mecani- 
que aux debutants. 


DE LA MECANIQUE 


1 83 


Je ne discuterai pas la difficulte du mouvemeat 
relatif, traitee completement par M. Poincare. 

Le probleaie du chat qui retombe sur ses pattes a 
preoccupe les savants, il j a quelques annees. Void 
en quoi il consiste. Un chat lancd dans Fair retombe 
toujours sur ses pattes ; comment cela peut-il se 
faire ; il semble que le chat lance dans hair et 
n’ayant aucun point d’appui, ne puisse aucunement 
modifier son mouvement. 

En realite, les principes de la m6canique s’oppo- 
sent seulement a ce que le chat modifie le mouve- 
ment de son centre de gravite. Quels que soient les 
mouvemenfs du chat, le centre de gravite decrira 
toujours le m$me parabole, mais I’animal, en eten- 
dant plus ou moins les pattes, en courhant plus ou 
moins le corps, peut modifier sa vitesse de rotation. 
Il n’y a done dans le ph(§nomene observe, aucune 
infraction aux lois de la dynamique. 

Les questions de mecanique dans lesquelles inter- 
vient le f rottement pr^sentant de grandes difficultes, 
il en est de m^me de celle ofiintervient la resistance 
des iluides, par example la resistance de Fair. 

Dans cette dernifere categorie rentre la question 
du wl des oiseam. Ce phenomene si vulgaire est 
encore mal explique. Parmi les differentes faoons 
dont peut voler un oiseau, la plus curieuse peut-etre 
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est le vol pl(in6 dans lequel Toiseau progresse sans 
remuer les ailes d’une fagon sensible. L’explication 
de ce pbenom^ne doit 6tre analogue celle du cerf- 
volant. Le vent exerce sur le cerf-volant une pres- 
sion perpendiculaire k sa surface, et cette pression 
se decompose en deux forces dont I’une, verticale, 
fait dquilibre au poids de I’appareil. L’oiseau est 
analogue au cerf-volant : comme il progresse trfss 
vite, il se trouve dans les mfinaes conditions que si, 
restant inainobile, il recevait en sens contraire, la 
pression d’un vent de m6me vitesse que lui. 

Mais quelle est cette pression du vent : dans la 
th6orie des moulins a vent, on admetqu’elle estpro- 
portionnelle au carre de la composante normale de 
la Vitesse du vent. Or une telle loi est ndcessaire- 
ment fausse. On d^montre que si cette loi etait vraie, 
les oiseaux ne pourraient pas voler ; il leur faudrait 
des ailes colossales et une force hors de proportion 
avec leur grosseur. On a fait des experiences qui 
ont donnd une loi plus plausible, mais ces experien- 
ces demanderaient k etre reprises avec plus de soin. 

La thdorie de I’eiasticitd, de la resistance des ma- 
teriaiix, la theorie de I’equilibre et du mouvement 
des fluides sont autant de parties intdressantes de 
la meoanique. ( Voir te chapitre sur les applications de 
la science.) 
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Tandis que les sciences matbematiques, partant 
de principes regardfe comme evidents et toujours 
en tres petit nombre, en deduisent par les regies de 
la logique, d’autres propositions, les sciences phy- 
siques, au contraire, renferment un tres grand nom- 
tore de principes n’ayant pour la plupart rien d’6vi- 
dent, et que I’exp^rience seule pent demontrer. 

II y a des lois physiques, c’est-^-dire des principes 
gen^raux auxquelssont soumis tous les phenonienes 
de la nature. Ce qui est vrai aujourd’hui, ne saurait 
6tre faux demain ; la loi qui regie par exemple la 
faQon dont le volume d’un gaz diminue par la com- 
pression, sera encore vraie demain, comme elle re- 
tail hier, et si quelque pliysicien trouve par Fexpe- 
rience, des r6sultats contredisant ceux que d'autres 
ont obtenus avant lui, jamais il n'accusera la loi 
naturelle d 'avoir change ; il conclura sculement que 
ses experiences du celles de son predecesseur sont 
inexactes. » 
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Cette croyance en la permanence des lois natu- 
relles pourrait bien venir de I’experience. L’expe- 
rience, dira t-on, n’indique que le passd ; elle ne 
garantit pas I’avenir. Si I’on a vu tons les jours le 
m6me fait se produire, ce n’est pas une raison pour 
qu’il se produise encore. Si la rouge est sortie 
15 fois de suite ci la roulette, peut on affirmer qu’elle 
sortira une seizieme fois. 

Je n’admets pas ce raisonnement, ou plutdt je 
dois distinguer le cas ofi il est valable, du cas oil il 
ne I’est pas. 

Supposons que j’aie mis moi-m6me dans un sac 
les 25 lettres de I’alphabet, et que je tire 6 fois de 
suite une lettre au hasard, en remettant chaque fois 
la lettre tir^e. Il se trouve que je tire un mot fran^ 
cais. C’est lii un hasard extraordinaire, mais qui 
somme toute pent se presenter. Si je recommence 
un second tirage, je sais fort bien que vraisembla- 
blement je ne tirerai pas un second mot francais. 
Je sais trbs bien que j’opfere au hasard. Supposons 
maintenant que ce"ne soil plus moi qui opere ; une 
autre personne a mis dans le sac les lettres et fait 
les tirages. Elle en fait un trbs grand nombre, et 
elle a tir6 1.000 mots franpais formant ensemble un 
sens et constituant par exemple le commencement 
d’un rdcit. Il serait absolument invraisemblable que 
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le hasard ait amene ce r^sultat : je croirai done 
qull y a quelque artifice cache et que les mots qiii 
vont ^tre tires dans la suite, completeront le recit 
commence. 

Ce n’est qu’ime probabilite, dira-t-on. Le hasard 
a pu amener ce resultat. 

Je r6pondrai a cela que cette probabilite estextr^- 
mement faible. La certitude que le hasard n’a pas 
amene ce resultat est aussi grande que pent T^Lre 
une certitude humaine. Car il n’y a pas de certitude 
absolue. Les regies de la logique sans doute, si elles 
sont bien observees, nepeuvent nous tromper. Mais 
suiS“je jamais assure qu’elles sont bien observees. 
Dans un calcul, la probability de faire une faute, si 
exered qu’on soit, n’est pas nulle : elle est bien plus 
grande que celle d’obtenir, en tirant des lettres au 
hasard, une fable de Lafontaine. 

Le fait done qu’un phenomene etant observd 
200 fois de suite, a pu paraitre obeir a une certaine 
loi, pent bien me permetlre d’affirmer qu’il n’y a 
pas la un hasard, et que, observd une fois de plus, il 
sera encore co^^forme a la inline loi. 

Le principe dit de Causality, regarde genyrale- 
ment comme fondamental, s’ynonce d’habitude 
ainsi : c(Les mymes causes produisent toujburs les 
mymes effets. » « Dans les mymes circonstances les 
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mSmes ph^nomtoes se produisent toujours. » Maisil 
est impossible de jamais reproduire exactement le 
m6me concours de circonstances. 11 faudrait done 
dire, pour que le principe ait une veritable valeur 
pratique : quand les causes sont ii pen pres les ni6- 
mes, les effets sont a peu pres les mfiines. Sous cette 
forme, le principe de causalite n’est que le principe 
de continuity. La cause variant d’une mani^re con- 
tinue, il en est de myme de I’effet. L’eftet est une 
function continue de la cause. C’est I’axiome bien 
connu ; Natura non facit saltus. 

Jene discuterai pas plus longuementles principes 
des sciences physiques, dont j’ai dyjh parly dans le 
chapitre et aussi dans, le chapitre sur la matiyre. 

Les sciences physiques ontrecu dans ce siecle, une 
extension considyrable par la thdorie de la lumifere, 
la thermodynamique et la theorie de I’yiectricite. 
Actuellement, la theorie de la lumiyre est venue se 
fond re dans celle de I’yiectricity, comme je I’ai 
expliquy ailleurs, k propos de I'ether. II reste encore 
bien des lacunes k combler, mais I’explication com- 
plete des phynomynes yiectriques seigi, on pent I’es- 
pyrer, rendue bientdt aussi compiyte qu’on peut le 
dysirer. 11 faut se dyfier, ences matiyres, des fausses 
explications. L’yther qui remplit tout, et qui n’est 
peut-ytre qu’un ytre fictif (le systeme de vecteurs 
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considere comme Tensemble des deplacements de 
ses points, 6tant seal r6el), Tether n’a sans doute pas 
tdutes les propridtes des solides elastiques. On croit 
avoir trouve une explication d’un phenomene, lors- 
que les lois de ce phenomene ressemblent aux lois 
ordinaires de Telasticitd. On croit an contraire 
n’avoir rien fait de bon, si les lois trouvees sont 
diffdrentes. Je ne vois pas pourquoi la dynamique 
de Tether serai t la m^me que celle des corps pon- 
derables. Quand on aura trouve cetle dynamique, 
quelles qu’en soient les lois, on aura resolu le pro- 
bldme de la nature de Telectricite. 

On a emis, relativement aux sciences physiques, 
une opinion analogue au nominalisme dans les 
sciences rationnelles. Souspretexte que nous ne pou- 
vons connattre les choses exactement, on a pr6tendu 
que nous ne les connaissions pas du tout, que nos 
pretendues connaissances se reduisaient k des con- 
ventions de langage. Si Texperience nous ddmontre 
qu'une certaine longueur est constante, une expe- 
rience plus precise nous montrerait sans doute la 
fausset6 de cette assertion. Si nos moyens ne nous 
permettaient pas de mesurer un temps, avec une 
erreur moindre que la moiti6 de sa valeur, nous af- 
firmerions par example que la dur6e du jour est 
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constamment 6gale a celle de la nuit, faute de savoir 
les mesurer avec precision. Nos mesures (5tant tou- 
jOurs entach^es d’erreur, quelle preuve avons-uous 
de ne pas nous Iromper d’une fa^on analogue. 

Cette opinion me semble un sophisme tr6s gros- 
sier. Si je ne savais pas ipesurer le temps avec pre- 
cision, je saurais du moins que dans mes mesures je 
ne puis compter que sur une evaluation grossifere. 
Je dirais; nos methodes de mesure ne nous permet- 
tent pas de trouver une difference entre la durde du 
jour et celle de la nuit. Je ne commettrais pas d’er’ 
reur en emettant cette affirmation. 

D’ailleurs, si, meltant profit ses connaissances 
scientifiques, un inventeur construit un appareil, en 
se conformant aux principes de la physique, I’appa- 
reil fonctionnera bien si son auteur a bien raisonne 
en se conformant fi des principes -vrais, et il mar- 
chera comme les principes I'indiqnent. Si au con- 
traire les principes sont faux, I’appareil ne mar- 
chera pas. Ceci aurait-il lieu si les principes n’e- 
taient qu’une convention de langage, si une science 
n’etait qil’une lahgue bien faite ? 


GHAPITRE V 

APPLICATIONS DES MATHEMATIQUES 

Les mathematiques sont interessantes a un triple 
point de vue, Au point de vue purement logique, en 
fournissant a Tesprit im exercice de raisonnement ; 
au point de vue de la connaissance du monde, en 
donnant une explication complete d’un grand nom- 
bre de phenomenes physique&; au point de vue des 
applications, en fournissant k Thonime le moyen de 
tirer, pour I’utilitd pratique, le plus grand prod t pos- 
sible des phenomenes naturels. 

II ne faut pas n^gliger ce dernier point de vue, 
C’est pour leur utilite pratique que les mathem^ti- 
ques sont etudiees par le plus grand nombre ; mais 
sur ceux-ie m^me qui ne les 6tudient que pour 
leur valeur pratique, elles exercent leur influence 
educatrice. Le grand developpement qu’ont pris au 
XIX*^ siecle les applications des sciences, I’extension 
surtout de reiectricite pratique, ont une repercus- 
sion sur rintelligence de ceux qui s’en occupent, et 
tendent a 61ever le niveau intellectuel du pays. 

Du reste, le fait qu’une science a un inter^t pra- 
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tique ne pr6sente rien d’avilissant pour cette science, 
et parfois une application pent donner naissance a 
une thdorie trhs intdressante. Quoi de plus pratique 
que I’dtude de la stability des bateaux, cette dtude a 
donne naissance une thdorie, veritable merveille 
ddl6gance. Elle est en mfiine temps fort simple et 
61dmentaire. Le lecteur la trouvera dans le 3® volume 
de la mdcanique de M. Appell. 

Je vais 6numdrer ici les applications les plus sail- 
lantes des sciences mathdmatiques. J’adopterai For- 
dre suivant: arithmdtique etcalculdes probabilit^s, 
analyse, geomdtrie, mdcanique. 

Les applications de Faritbrndtique aux questions 
financieres, operations de bourse, intdrets composes, 
araortissement, sont bien connues. On sait qu’une 
somme placee a interets composes s'accrolt tres vite. 
Un sou place au temps de Jesus-Christ a intdrets 
composes, a 5 0/0, aurait produit, si Toperation eut 
ete possible, une somme fantastique : la valeur 
d’autant de globes d’or, gros com me la terre, qu'il 
y a de minutes depuis cette epoque. Ceci demontre 
qu uhe pareille operation ne pourrait se faire ; si on 
1 eut tentee, elle eut sans doute amene un tel abais- 
sement du taux de Finteret, qu’il fut devenu nul au 
bout de tres peu de temps. 

Une autre application financiere des mathema- 
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tiques, mats dans laquelle intervient le calcul des 
probabilitds, est celle des assurances. Je parlerai 
seulement des assurances sur la vie. 

Le calcul des assurances sur la vie est fonde sur 
les principes suivants : 

En premier lieu, il faut definir la valeur actuelle 
d’une somme a payable seulement au bout d’un cer- 
tain temps. Cette mleur actuelle n’est autre que la 
somme qui deviendrait a si elle ^tait plac6e a intd- 
r^ts composes pendant le temps considere, a un 
taux determine. 

Or Tesp^rance math6matique, definie h propos du 
calcul des probabilit^s, est une somme d’argent. On 
pent done parler de la valeur actuelle d’une esp6- 
ranee mathematique, qaand la somme esp6r6e doit 
6tre pay6e a une epoque ddtermin^e. 

L’assure s’engage k verser chaque annde une cer- 
taine prime a, moyennant quoi la compagnie pro- 
met k son d^c^s, une somme A k ses hdritiers, 

Les sommes a et A sont calcul6es par cette con- 
dition : (( La valeur actuelle de I’esperance mathe- 
inatique de la Compagnie est egale a la valeur ac- 
tuelle de Fesp^rance mathdmatique des heritiers de 
Fassur^. )) 

II semble que, d'apr^s ce mode de calcul, la Com- 
pagnie ne doive pas faire de benefices. Elle en fera 
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cependant pour deux raisons : 1» parce que certaines 
personnes resilient leur contrat avant son expira- 
tion ; parce que les tables sontconstruites avec des 
gens pris en bonne sante d age determine, 20 ans 
par exemple. Les assures an contraire doivent 6tre 
bien portants au moment du contrat, En outre, 
la Gorapagnie peut placer son argent un taux 
plus ^lev^ que celui dont on tient compte dans le 
calcul. 

Une table de mortalite est un tableau donnant sur 
un certain nombre de naissances, 1.000 par exem- 
ple, le nombre des survivants it chaque ^ge. 

On a cherche k remplacer ces tables par une for- 
mule, en admettant le principe suivant ; « La proba- 
bilite pour que deux individus d’tlges connus vivent 
Fun et I’autre apres un nombre donne d’ann6es, est 
proportiounelle a la probability pour qu’un 3' indi- 
vidu, d’dge convenablement choisi, vive aprfes ce 
nombre d’ann^es. » (J . Bertrand, calcul dee proba- 
hilit6s,page 316.) Chose curieuse, laformule satisfai- 
sant ^ cette condition fournit des rdsultats moins 
difldrents de ceux donnys par les diverses tables 
que ceux-ci ne different entre eux. 

La formule rypondant cette condition est la for- 
mule de Gompertz. 

L’assurance sur la vie peut ytre assimiiye 4 un jeu 
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cle hasard. Si rassur6 vit plus quo sa vie probable, 
calculee par les tables au moment oil il s’est assure, 
la Compagnie gagne, s'il vit moins, elle perd. 

Je ne dirai rien des applications pratiques de 
Vanalyse. CMq branche etendue des math^matiques 
a en effet des applications a la g^ometrie et k la meca- 
niqm. Ces derni^res sciences ayant des applications 
pratiques, c'est indirectement et par I’inlermediaire 
de ces sciences que Fanalyse en poss^de. 

Les applications de la g6om6trie sont iort nom- 
breuses. Je ne m'arrMerai pas a la mesure des sur- 
faces et des volumes, applications bien connues, 
d’usage tout a fait courant. La mesure des surfaces 
serait, parait-il, I’origine m^me de la gdom^trie. Chez 
les anciens Egyptiens, dit-on, le sol appartenait k 
TEtat, qui donnait k chacun, chaque annde, line part 
a cultiver. Tons les ans, le Nil d6bordant recouvrait 
tout de limon, et confondait les differentes parts. II 
fallait done retrouver pour chacun, sinon la m6me 
part, du moins une part ^quivalente, ce qui donna 
naissance a la gdometrie, 

Mais les Egyptiens ne savaient pas mesurer les 
volumes. Si leur administration avait 6td semblable 
a celle des pays d'Eurdpe, les Pharaons n’auraient 
pu construire les pyramides. II eut fallu en effet 
faire d’abord le devis de ce qu’elles pourraient con- 
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ter, quitte a le d^passer au besoin. Ce devis, ils n’au- 
raient pu le faire, ignorant la mesure des volu- 
mes. 

La charpente et la coupe des pierres sent des 
applications fort anciennes de la geomdtrie; les md- 
thodes employees dans ces applications, ont en 
quelque sorte lides entre elles par la gdometrie des- 
criptive, due a Monge, a la fin du XVII1« siecle. Pour 
donner un point dans I’espace, on se donne ses deux 
projections sur deux plans rectangulaires, qu’on 
nomine plan horizontal et plan vertical. ParlJiles 
constructions dans I’espace qui ne sauraient dtre 
reellement effiectudes, car on ne dessine pratique - 
ment que sur un plan, sont remplacdes par des cons- 
tructions planes. Les constructions utilisees dans la 
coupe des pierres sont souvent compliqudes. Citons 
d’abord les ponts biais. La vofite de ces ponts vue 
de I’interieur (I’intrados) a la forme dun demi-cy- 
lindre circulaire, mais ce cylindre est limitd par 
deux plans obliques (plans de tdte). Les pierres qui 
composent la vofite (voussoirs) doivent dtre taillees 
de fa?on que les lignes separant les diffdrentes ran- 
gdes de voussoirs viennent couper k angle droit les 
plans de tdtes. Si eette condition dtait rigoureuse- 
ment rdalisde, on aurait ce qu’on nomme I’appareil 
orthogonal, trds difficile h tracer. Dans la pratique. 
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on prend pour les lignes dontnous venonsdeparler, 
des helices, et Ton a Vappareil helimdal, qiii r^sout 
le probl^me avec ime approximation tres sufflsante. 

On emploie beaucoup de surfaces plus compli- 
qu6es que les cylindres. Tel est le biais passe, surface 
engendr6e par une droite rencontrant deux cercles 
6gaux dont les plans sont paralleles, et rencontrant 
aussi une droite perpendiculaire a leur plan, et 
equidistante de leurs centres. 11 y a beaucoup d’au- 
tres surfaces analogues, com me les arrilres-wussures, 
surfaces engendrdes aussi par une droite rencon- 
trant deux courbes planes et une droite perpendicu- 
laire k leurs plans. 

En outre, les votites, m6me simples, donnent par- 
fois, par leurs intersection, des courbes compliqu^es 
qui contribuent souvent, dans les Edifices, a Teffet 
architectural. 

La perspective est une autre application de la ged- 
metrie aux beaux-arts. Un objet quelconque etant 
donne dans I’espace, en coupant par un plan, appeld 
tableau, les lignes joignant a I’oeil les difierents 
points de Tobjet, on obtient Timage de cet objet. On 
possede des moyens trds simples de construire cette 
image. La perspective est une science peu compli- 
qude, peu dtendue,mais neanmoins intdressante. On 
pent se proposer de faire directement sur le dessin 
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certaiues constructions, par exemple de trouver I’i- 
mage d’une perpendiculaire une droite, etc. Ces 
constructions directes sont souvent iortingenieuses. 
Lorsqu’un objet a dt^ correctement dessind, le des- 
sin ressemble d I’objet a condition que I’oeil occupe 
une certaine place. Si I’oeil se deplace, I’objet parait 
plus profond, moins profond au coutraire si I’ceil est 
trop prds. C’est pourquoi les photographies prises 
avec un appareil trop court, et surtout avec un ob- 
jectif appeld grand angulaire ddforment les objets 
d une faQon ridicule. L’oeil en ellet doit occuper, par 
rapport h la photographie, la position occupde dans 
I’appareil par la lentille vis-a-vis 'de la plaque. Or 
dans les apparells dont je parle, la lentille, ou plu- 
tdt le centre optique de I’objectif, est beaucoup trop 
prds de la plaque. 

La construction des cartes gdographiques est une 
application de la geonidtrie, d’un caractdre moins 
dlementaire. Si une surface n’est ’pas developpable, 
on ne peut pas la reprdsenter sur un plan de ma- 
niere que les dimensions relatives soient conservdes. 
Mais on peut toujoufs, c’est un rdsultat quel’analyse 
ddmontre, faire en sorte que les angles soient con- 
serves. On obtienf par exemple une representation 
d’une sphere sur un plan, e a prenant la figure in- 
verse de la sphere, le p61e d’i, aversion dtant situ6 sur 
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elle. Alors toute figure tracee sur la sphere se trans- 
forme en line figure plane, et les angles des lignes 
trac6es sur la sphere sont les monies que ceux des 
lignes correspondantes sur le plan. 

II y a une infinite d’autres Iranformations chan- 
geant la sphere en plan, en conservantles angles, 
telle est la projection de Mercator, usit6e pour les 
cartes marines. 

Pour les cartes a grande echelle, 011 Ton ne repre- 
sente qu’une petite portion de la surface terrestre, 
on emploie des transformations alterant pen les an- 
gles et conservant les surfaces. Telle est la transfor- 
mation suivante. On prend sur la sphere a represen- 
ter, un point P, vers le centre du pays dont on veut 
faire la carte. Soit M un autre point de la sphere. 
Dans le plan tangent en P ^ la sphere on .m^ne une 
tangente au grand cercle passant par P et M, et Ton 
prenjd sur cette tangente, une longueur Pm ^gale a 
PM. Au point M on fait ainsi correspondre le point 
m. Cette transformation conserve les superficies et 
altere peu les angles, si le pays a representer n’est 
pas trop 6tendu. 

La geodesic est la mesure de la terre. Ellesert a 
trouver les v^ritables dirhensions de notre globe et 
a determiner k sa surface la position de ses diff6- 
rents points. Elle est done necessaire a la confection 
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des cartes g^ographiques. Entrer dans le detail des 
operations qu’ellecoinporte, nousentrainerait beau- 
coup trop loin ; disons seuleinentque ces operations 
com portent une precision k peine croyable. 

Le calcul du point, a la mer, est une application 
de la trigonometric spherique.jFaire c’est de- 
terminer, par des observations astroiiomiques, la 
longitude et la latitude du navire, et reporter sa 
position sur la carte. L’astronomie spherique est 
indispensable k la navigation au long cours. DeM 
cette boutade d’un astronome bieu connu, disant 
que sans I’astronomie on ne prendrait pas de cafe. 

L’optique geometrique, application directe de la 
geometric permetTetude des instruments d’optique* 
susceptibles eux-memes d’une foule d'applications. 

Les lunettes et les telescopes, qui permettent 
d examiner les cieux, les instruments plus modestes 
qui, soit au theatre soit la campagne, suppldent 
la faiblesse de notre vision, les objectifs photogra- 
phiques, les lanternes de projections qui donnent 
un grand attrait aux conferences publiques, enfin 
le microscope, condition essentielle du progres dans 
les sciences naturelles, tous ces instruments sont 
autant d’applications de I’optique geometrique, tri- 
butaire elle-meme de la geometric. 

La science qui fourmille le plus d’applications est 
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la mecanique. La th4orie des m^canismes, branche 
dela cin6matique, fournit des dispositifs ing6nieux 
pour produire la grande variete des mouvements 
necessaires a rindiistrie. M. Koenigs a demontre 
que par le moyen des seuls syst^mes articul^s, on 
pouvait d6crire toules les courbes, toutes les surfa- 
ces alg^briques possibles, on peut de m^me realiser 
toutes les transformations algebriques. Le trace des 
engrenages fournit aussi d’interessantes applica- 
tions geometriques. Gomme application usuelle fort 
ingenieuse de la cineraatique, je citerai la coulisse 
de Stephenson, dont sont munies les locomotives, et 
qui permet au mecanicien de faire varier la detente 
et d’obtenir a Yolont6 la marche en avant ou en ar- 
riere. 

La statique est une autre branche de la mecani- 
que, dont les applications pratiques sont fort impor- 
tantes. II faut citer les questions de stability des 
constructions, et de resistance des mat^riaux. Cette 
derniere tbeorie tient surtout k une autre theorie 
plus gen6rale, celle de rdquilibre des corps elas- 
tiques. Mats les equations de I’dlasticitd sont trop 
compliquees pour pouvbir Mre appliquees aux pro- 
blbmes pratiques- On a dOBic fait une theorie parti- 
culiere pour I’elasticite des pieces, droites ou cour- 
bes, mais ayant toujours une dimension beaucoup 
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plus grande que les autres, employees dans les cons- 
tructions. Cette th6oi'ie, bien que simple, peut, dans 
le cas d’assemblages compliquds exiger de longs cal- 
culs. On les remplace par des constructions graplii- 
ques, ce qui donne line science d’un grand intdr^t 
pratique, la statique graphique. 

II faut citer encore, comme application de la sta- 
tique, r^quilibre des corps flottants, dont j’ai d^ja 
parl6, 

Les difl^rents systfemes de balance sont encore des 
applications de cette in^me science. 

La dynamique a pour objet de trouver le mouve- 
ment d'un systfeme connaissant les forces agissant 
sur lui. Par cette seule definition, on voit combien 
doivent 6tre nombreuses les applications de cette 
science. On regarde g6n6ralement les principes de 
cette science comme dus k Galilee. G’est lui qui, le 
premier, dtudia les lois de la pesanteur, c’est lui, dit- 
on, qui, dans la cath6drale de Pise, I’esprit captivd 
par les oscillations d une lampe suspend ue a la 
vofite de I'ddifice, d^couvrit les lois du mouVement 
du pendule. Les oscillations du pendule ont sensi- 
blement la m6me dur^e, quelle que soit leur ampli- 
tude, lorsque celle-ci demeure tres petite. Mais 
cette dureen’est pas rigoureusemont la m6ine; I’e- 
galite n’est qu’approchde. Huygens inventa le pen- 
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dule cycloidal dont les oscillations ont rigoureuse- 
nient la m6me duree, quelle que soit Famplitude. 
Dans le pendiile ordinaire, le poids suspendu k Vex- 
tremite du fil d^crit un arcde cercle. Huygens lui fait 
decrire un petit arcde cycloide. C’est la courbe en- 
gendree par un point d’un cercle roulant sans glis- 
ser sur une droite. Pour atteindre son but, Huygens 
attache le poids a un fil flexible qui pendant Toscil- 
lation,vient s’enrouler sur un arc de cycloide. Par 
ce proc^de, Textremite du fil vient d6crire une autre 
courbe de m6me nature. En efiet, quandon d6roule 
un fil enroul6 sur une premiere courbe, rextr6mil6 
du fil d^crit une seconde courbe, et la premiere 
courbe est dite d6velopp6e de la peconde. Or, la de- 
velopp6e d’une cycloide est fine autre cycloide. 

Le mouvement define bille sur le tapis d’un billard 
le mouvement d'une toupie, soit que sa pointe reste 
immobile, soit qu’elle se ddplace, constituent des 
problemes de dynamique d’unordre 61evd. Au mou- 
vement de la toupie se rattache la curieuse remar- 
que suivante : Si un corps tourne rapidement au- 
tour d’un axe, I’application d’une force tendanta 
d^rangei; cet axe de sa position primitive, ne pro- 
duit pas le m6me effet que si le corps ne tournait 
pas. L’axe r^siste el tendk rester dans sa position 
primitive. Quand Pon:fait tourner un corps lourd 
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autour d’ua axe, cet axe garde dans I’espaceabsolu, 
la m6me orientation, si le mode de suspension de 
I’axe pennet qu'il en soit ainsi. L’axe reste pointe 
dans Ja m6me direction nialgrd la rotation de la 
terie. On a le Qi/Toscope, un des appareils imagines 
par Foucault, pour mettre en evidence la rotation 
de notre globe. 

Le mouvement du cerceau, de la bicyclette, sent 
d autres applications plus simples de la dynamique. 

II est bon de savoir ce' qu’on nomme en dynamique 
d6QT6s do lih6Tt6 dim systhT/is, C^est le nombre d^in- 
connue's dont il faut connaStre la valeur pour que la 
position du systeme soit ddterminee. Si, par example, 
un point pent se ipouvoir entous sens dans I’espace, 
la position du point est ddterminde lorsqu’on donne 
trois quantitds, ses trois coordonnees. Le systdme 
forme d’un point unique isold est done d 3 degrds de 
liberty. Un point qui se meut sur une surface, 
n a plus que deux degrds de libertd ; s’il est mobile 
sur une courbe, le nombre des degrds de libertd se 
rdduit ^ I’unitd. Les .syst^mes matdriels peuvent 
avoir plus de trois degrdS delibertd, lorsqu’ils ne se 
composent pas d’un point unique. 

La plupart des machines usitees dans Findustrie 
n’ont qu’un degre de liberte, c’est ce qu’on nomme 
des systemes d liaisons complhtes. Chaque point de la 
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machine ne pent se mouvoir que sur une ligne 
d6termin6e, et le mouvement d’lin point determine 
celui de tons les autres. 

Je ne puis entrer ici dans le detail de toutes les 
machines dont T^tude constitue la dynamique in- 
dustrielle. 

Une source considerable d’applications de la 
science mathematique est relectricitd, dont le de^ve- 
loppement dans le domaine de la pratique est de 
plus en plus etendu. 

On salt qu’il faut distinguer, dans le domaine de 
Telectricite, trois parties dislinctes. L’electricite 
statique, le magnetisme, et Telectricite dynamique. 

Un corps est electrise quand il poss^de la pro- 
pri^te d’attirer les corps 16gers, comme ces porte- 
plumes d’ebonite, ou caoutchouc durci, qui 6taiU 
frott^s attirent de petits morceaux de papier. Uelec- 
trisation produit done des forces puisqu'elle permet 
de mettre en mouvement de petits objets. Lorsqu*un 
corps conducteur, comme une masse de cuivre, est 
electris6, il y a enchaque point unecertaine quantity 
d’electricite : cela veut dire simplement que ce point 
est le siege d’une force plus ou moins intense. Cette 
electricite est tout entifere h la surface, que le corps 
soit creux ou plain. 

L’^tude de la distribution de I’^lectricit^ sur les 
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corps conducteurs est ua probleme d’une tres 
grande difficult^, dont on a, dans les cas simples, 
des solutions geomdtriques d’une grande 616gance, 
mais qui, dans les cas difficiles, est k peine rdsolu 
par les efforts de I’analyse la plus dlevde. 

Le magndtisiue est I’etude des aimants. L’aiman- 


tation des corps est Fun des phdnomenes naturels 
les plus mystdrieux. Tout le monde connait ces 
aimants en fer k cheval, k I’aide desquels on pent 
attilrer de petits objets de fer ou d’acier, tout le 
monde connait la boussole dont une extrdmite de 
I’aiguille se dirige tonjours vers le Nord.'Les appli- 
cations de cette science en dehors de la boussole, 
dont Futilite est connue, sont lides com me nous 
allons voir aux applications de Fdlectricite dynami- 
que. Nous n’en parlerons pas ici plus longuement. 

La plupart des traitds d’dlectricitd envisagent 
i’dlectricite dynamique comme si son identitd de 
nature avec Fdlectricite statique etait dvidente. 
Mais la plupart des phenomenes qui sont tres appa- 
rents dans cette demidre science, jouentau contraire 
dans Fautre un r61e trds effacd. C’est ainsi que les 
differences de potentiel entre les divers points d’un 
courant, si on les mesure statiquement, sont des 
quantitds insignifiantes . 

II conviendrait jdnnc d’exposer les choses autre- 
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ment. Si dans un vase contenant de Feaulegerement 
acidulee, on plonge une lame de zinc et une iame de 
cuivre, et qu’a I’exterieur du vase on reunisseces 
deux lames par un fil metallique, ce fil possMe de 
singulieres propridtes. Void les deux plus saillantes : 

si Ton approche ce fil d'une aiguille aimantee, 
I’aiguille est device, et tend a se mettre en croix aveo 
le fil, une certaine force agit done sur Taiguille: 

si Ton interrompt le fil, en intercalant dans le cir- 
cuit un autre vase contenant de I’eau acidulee, cette 
eau est d^composee en ses deux elements, Toxyg^ne 
et riiydrogene. On dira alors qu’un courant passe 
dans le fil et va du zinc au cuivre. C'est une simple 
definition, L’intensite du courant se mesure par la 
force qui, dans des conditions ddtermin^es, s'exerce 
sur une aiguille aimantee donnee. C’est aussi la 
quantity d’eau d6composee par le courant dans un 
temps ddermind. L’experience prouve que ces deux 
famous de mesurer I’intensite sont concordantes. 

L’intensite une fois d6finie, rexp6rience nous ap- 
prendra comment elle varie quand on allonge le cir- 
cuit, ou quand il est bifurqud. De ces lois de varia- 
tions on deduit la notion de r&istance d’une portion 
du circuit, celle de difference de potentiel entre deux 
points du cirouft. 

Les courants 61ectriques dont Vindustrie fait 
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usage scat produits par le ddplacemenl d’ua circuit 
dans un champ magndtique. Ces courants sent alter- 
natifs, si lesensdu courant change p^riodiquement, 
continus quand il ne change pas. Ees courants alter- 
natils sont plus ladles a produire, mais ils ne sont 
commodes employer que pour I’^clairage. Pour 
laire marcher des moteurs, si Ton veut employer 
les courants alternatifs, il faut laire usage de la 
disposition dite des courants polyphases. 

Je ne veux pas insister davantage sur les nom* 
breuses applications de la science. Ce progr^s des 
applications ira-t-il en se continuant, de lacon i 
translormer encore les conditions de la vie. Jene le 
crois pas. Autrelois les applications de la science 
etaient peu nombreuses, et e’est pour ainsi dii'e subi- 
tement que ces applications sont ndes. Autrelois on 
n’ulilisait que la force des animaux, celle du vent et 
des chutes d’eau. Le progr^s a consists surtout dans 
I’utilisation des lorces naturelles. Il reste encore 
beaucoup laire, et Ton arrivera sans doute dans 
peu de temps ^ utiliser toutes les forces naturelles 
encore improductives, les vents, les marees, le mou- 
vement des vagues, la chaleur solaire, enemmagasi- 
nant I’dnergie produite de facon k ne I’utiliser que 
quand on voudra et oh I’on voudra. C’est hi le vrai 
progres il realiser. f^©nx'^ui voient dans I’avenir Pair 
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sillonn^ de ballons dirigeables, qui s’imagineat ces 
nouveaux engins remplaeant les chemins de fer se 
tronipent. Ua cdlebre mecanicien, Reulaux, inveuteur 
d appareils ing^nieux, a indiqu^ en quoi consistait 
le progres dans les applications de la m^canique. Ce 
progres consiste selon lui dans un guidage de plus 
en plus parfait du niouvernent. Les chemins de fer, 
ofi le mouvement est guide par les rails, sent ainsi 
un progres sur la locomotion routiere, et Ton voit 
que d’apres les id6es de Reulaux, les ballons diri- 
geables ne seraient pas un progres. 

Je me bate de dire que Reulaux a justilie cette con- 
ception du progres par des exemples frappants, et 
que la justesse de son idde ne ’semble guere contes- 
table. 


CHAPITRE VI 


ROLE DE LA SCIENCE DANS 
L’EN SEIGNEMENT 

On oppose souvent en France, I’enseignement 
scientifique k I’enseignement litt^raire, ce dernier 
seul 6tant I’enseignementddsintdress^, et le premier 
ayant un but exclusivement pratique. Ce sujet, traits 
par des gens de talent, ayant reeu dans leur jeu- 
nesse I’enseigneraent grdco-latin, donne lieu a de 
belles pdriodes, k- des phrases bien construites ad- 
mirees k juste titre des gens de godt. Cette phrase, 
ne signifie nullement mon mdpris pour I’enseigne- 
ment des langues anciennes. Je suis bien loin de 
croire que ces dtudes soient inutiles. Tout exercice 
intellectuel est bon pour le ddveloppement de I’in- 
telligence. La langue latine, justement par ce qu’elle 
est vague, qu’elle manque de precision, demande des 
efforts pleins d’efficacite. Rendre dans un francais 
correct, dldgant mSme, la pensde d’un auteur, avec 
autant d’exactitude que possible, en employant les 
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expressions frangaises exactement correspondantes a 
celles de la langue traduite, est un excellent exercice. 

Dans les ligaes qui suivent, je ne combats done 
pas au fonds Tetude des langues anciennes, je pro- 
teste seulement centre ceux qiiine voudraient pas. 
dans I’enseignement, faire la place aux sciences, la 
large place k laquelle elles ont droit. 

On oppose, ai-je dit, renseigneinent desint6ress6 k 
Tenseignement utilitaire, et Ton considere comme 
exclusivement utilitaires les Etudes scientifiques. 

Que signifie done le mot d6sint6resse. L’dtude des 
langues mortes est desint6ress4, puisqu’on ne les 
parle plus. Mais celui qui apprend Tanglais, langue 
tout ^ fait mmnte, pour lire les oeuvres de Shakes- 
peare, moritdepuis longtemps, est-il done moins dd- 
sint6ress6 que le latiniste apprenant le latin pour 
lire Virgile. On pent avoir un but d6sint6resse en 
6tudiant des choses tout a fait pratiques. On peut 
etudier les machines a vapeur, par curiosity, pour 
voir comment elles fonctionnent, sans avoir I’inten- 
lion de faire un mecanicien. Tons les traites de phy- 
sique indiquent les appareils employes en telegra- 
phie, et cependant ils ne s'adressent pas exclusive- 
ment aux futurs tel6graphistes. 

L’etude m^me des choses pratiques peut done 6tre 
d^sinteressee, et la science ne contient pas que des 




sun LA PHILOSOPHIE BES IVIATHEMATIQUES 


questions ayaot des applications pratiques. Weiers- 
trass, ou Sophus Lie, 6tudiant par example les sur- 
faces minima, n’avaient certainement pas un but 
utilitaire, cette question tres difficile n’ayant pas, 
que je saclie, d’application industrielle, 

Le but de I’enseignement scientifique est double. 

En premier lieu, il apprend bien raisonner, 
donne k Fesprit plus de precision, plus de justesse, 
enseigne k ne pas se contenter de formules toutes 
faites, k ne pas prendre le vraisemblable pour le 
vrai, k distinguer ce qui est certain de ce qui est 
tr^s probable, cl ne pas confondre une demonstration 
faite selon les regies de la logique avec un bel effet 
d'eioquence. 

La resolution de questions pour lesquelles il 
n’existe pas de r^gle certaine, comme sont de nom- 
breux problemes de geometrie eiementaire, donne 
cl Tesprit la sagacite^ aptitude ^ percevoir au milieu 
d un grand nombre de principes g6neraux, quel est 
celui dont Temploi doit nous conduire k la solution 
demandee. 

En second lieu, la science nous fait connaitre I’u- 
nivers, non pas sans doute dans son ensemble, nous 
n en sommes pas encore 1^, mais dans ses differen- 
tes parties., Les uombreux ph^nomenes que I’obser- 
vation nous fait connaftrf ,: ceux, plus nombreux en- 
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core, que notre experience pent produire, ne sont 
pas isoies les uns des autres! Ils sont relies par des 
liens secrets. Ces liens, ce sont les lois malhemati- 
ques qui les regissent. La science, en nous faisant 
connaitre ces lois, nous fait pendtrer dans la con- 
naissance des choses aussi loin que cela nous est 
possible. 

Etudions done les sciences, etudions-les pour le 
bon exercice de logique qu’elles nous fournissent, 
etudions-les parce qu’elles soulevent un coin du ri- 
deau qui nous cache la nature des choses, 6tu-* 
dions-les, m6me pour leurs applications pratiques. 
Etudions-les pour savoir comuient fonctionne le 
tramway dlectrique qui, dans les villes, abrege notre 
chemin, pour connaitre le m^canisme de la puis- 
sante locomotive qui nous fait franchir en si peu de 
temps des distances considdrables, pour avoir rex- 
plication du t61dphone, du t616graphe, de toutes ces 
applications merveilleiises, si bien passees dans nos 
moeurs que nous les trouvons toutes naturelles. 
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La note sur la g^ometrie projective, par laquelle 
je terniinerai ce travail, a pour but de montrer I’in- 
d6pendance de cette espece de g^om^trie ^ lAgard 
de la notion de distance. On Atablit en effet dans 
cette note, les principes de la g6ometrie, avec les 
seules notions de point, de droite et de plan. II n’est 
jamais question de deplacer une figure. L’etude de 
la georaetrie ordinaire on metrique est, si Ton veut, 
retude d’un groups de transformations ; le groups 
des transformations n’alterant pas la distance de 
deux points. A deux points A et B la transformation 
fait correspondre deux autres points A, B', tels que 
leur distance soit la meme que cells des points pri- 
mitifs. La gSometrie projective sera, dans le mSme 
ordre d’idSe, retude du groups plus general des 
transformations changeapt les droites en droites. 

S’il n’y avait pas de corps solides, la geometrie 
metrique serait, commenous Favonsdit, impossible. 
La geometrie projective le serait encore si Ton 
avait la notion de ligne droite, que les rayons lumi- 
neux sufifiraient sans doute d nous fournir. 

Plusieurs auteurs, Grassmam, Von Staudtse sont 
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occupes de cettc geom^trie, Je n’ai eu connaissaiice 
de leurs travaux que par des comptes rendus tres 
brefs, et principalement par Faperou qui s’entrouve 
dans Touvrage de M. Russell, sur la g6ometrie. Ce 
petit travail m’est done personnel, et je prie le lec- 
teur de m'excuser s'il est moins bien fait que d'au- 
tres du m^me genre, dont je n’ai pas connaissance. 


NOTE I 


SUR LA G^OM^ITRIE PROJECTIVE (1) 

Les propositions de la G6omarie dite projective 
sont ind6pendautes du postulatum d’Euclide ; elles 
sont mcime inddpendantes de toute notion de distance. 

Le groupe projectif est le groupe des transforma- 
tions qui changent une droite en une autre droite. 
Une propri^td projective est une propridtd qui reste 
vraie quand on fait subir k la figure qu’elle concerne 
une transformation changeant les points eu points, 
les droites en droites et par suite les plans en plans. 

I anni les transformations projectives, il en est 
qui transforment trois points enligne droite en trois 
autres points donnas en ligne droite ; au contraire, 
pour que quatre points donnds en ligne droite se 
transforment en quatre autres points en ligne droite 
donn6s, il faut, comme on le d^monlre en gdom^trie 
oidinaire, par des considerations ofi intervient le 
postulatum d Euclide, que les quatre premiers aient 
mSme rapport anharmdnique que les quatre autres. 


(1) On admet dans ce qui suit I’axiome suivant : Deux droites 
se coupent toujours quand elles sont dans un m6me plan. Si 
cot axiome n i6tait pas vrai, on pourrail cependant Tadmettre 
par Tadjonction de points ifiettfs ou iddaux. 
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C’est cette notion de rapport anharmonique de 
quatre points, qu’il nous faut dtablir sans recourir 
a la notion de distance et au postulatum d’Euclide. 

En joignant tous les points d’une figure plane F a 
un point fixe S, et prenant I’intersection de chacune 


des droites ainsi obtenues avec un autre plan P, on 
obtiendra dans cet autre plan, une seconde figure qui 
sera dite la projection, Vimage ou la perspective Ac la 



premiere. Ainsi, la droite 
joignant un point son image 
■passe par le point S. L’i- 
mage d’une droite D est une 
autre droite D', intersection 
du plan mend par S et ;par D 
avec Je plan de projection P 
(fig. 11). Ces deux droites, 
images I’une de I’autre, se 


rencontrent sur la droite d’in- 


tersection du plan de la figure F avec le plan P, 
puisqu’elles sont les intersections de ces deux plans 
par un troisieme le plan SD, de sorte qu’elles pas- 
sent toutes deux par le point A commim aux trois 
plans. , 

Considdrons maintenant deux figures F et F' pers- 
pectives I’une de I’autre, le sommet dtant le point S, 
comme ci dessus. Je projette d’un autre sommet 0 


13 
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ces deux figures sur ua troisifenie plan K. J’aurai 
alnsi dans le plan K deux autres figures f et /', le 
sommet S aura son image en s, et I’intersection des 
plans des figures F et F' se projettera suivant une 
droite 5. 

Alors les figures /’et /' se correspondront point par 
point et droite par droite. La droite joignant deux 
points correspondants passera par s, et deux droites 
correspondantes se couperont sur S. Ces propri^tes 
en eflet, ont lieu pour les figures dans I’espace F 
et F', elles ont done aussi pour leurs images f et /'. 

Les figures/ et f sent dites homologiques. Le points 
est le centre d'homologie, la droite 5 est I’axe d’homo- 
logie. 

Quand le centre s est donne, ainsi que I’axe 5, et 
un couple a, a' de deux points correspondants, on 
pent construire I’homolpgue d’un point m quelcon- 
que. Get homologue se Irouve d’abord sur la droite 
sm ; en outre, la droite am coupe 5 en un certain 
point p, et I’hotnologue de la droite amp est la 
droite a'p, qui doit contenir le point cherche. Ce 
point; se trouve done i I’intersection de sm et de atp 
(fig. 13). 

Je ddfinirai tout k I’heure une espSce particuli6re 
d’homologie, dite homologie harmonique, poss^dant 
la propri6t6 d’etre rdciproque. Une transformation est 
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dite r^ciproque, lorsque le point transforme de M 
dtantle point M', le transform^ du point M' est pre- 
cisement le point M. Mais auparavant, je dois indi- 
quer une importante proposition de geomdtrie pro- 
jective, fondamentale pour tout ce qui suit, et que 
Ton peut nommer thdoreme du qmdrilathre de Staudt. 

Soient A,B, C, trois points en ligne droite (fig. 13). 
Par B et C, meuons les deux 
droites BG et CG, etpar A 
une droite coupant BG au 
point E, CG au point F. 

Joignons enfin BF et CE 
qui se coupent en H, et 
joignons GH qui coupe ABC 
en D. Le point D se nom- 
mera c5njugu6 de A par 
rapports Bet C. Or,le theo- 
reme ad^montrer consiste 
en ceci. Quand les points 
ABC restant fixes, on change les droites BG, CG, 
AEF, la position du point D ne change pas. 

En efiet, considerons un autre quadrilatere, ABC 
efgh, en faisant correspondre aux majuscules du 
premier quadrilatere, les minuscules de m^me noni 
dans le second. 

On a ainsi deux quadrilateres pouvant Mre consi- 



Fig. 
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der(5s ou comme homologiques quand ils sont dans 
le mSme plan, ou comme perspectives, ou images 
Tun de I’autre, si leurs plans sont dilT^rents. 

Supposons, en effet, les deux quad rilat^jres situes 
dans deux plans diff^rents, il est facile de voir qu’en 


G 



prenant pour sommet de projection le point de ren- 
contre des trois plans (EAe) -{GB^') [GCg), I’un d’eux 
sera I’image de I’autre. Si les quadrilateres sont 
dans le m6me plan, on pourra les consid^rer comme 
les images de deux quadrilateres situds dans des 
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plans difl^rents, et on sera ramea6 au cas prece- 
dent. 

Mais alors les lignes GH et gh ^tant liomologues, 
couperont la droite BC au mSme point D. Ceci de- 
montre la proposition dnoncde. 

II faut remarquer la reciprocite qu’il y a entre les 
points A et D. Nous avons appele D le conjugue de A. 
A est aussi le conjugud de D. En efiet. considerons 
le quadrilatere EGFH. Deux c6tes se rencontrent en 
.B ; les deux autres en C ; les diagonales EF et GH 
passent Tune par A, I’autre par D. On peut done 
dire : D est dit conjugud de A par rapport aux deux 
points B et C de la droite AD, si deux c6tds d’un 
quadrilatere se coupant en B et les deux autres 
en C, les diagonales de ce quadrilatere passent Tune 
en A, I autre en D'. On voit, par cette definition, 
que I'ordre des points A et D est indifferent. 

II est facile maintenant de deiinir I’homologie har- 
monique. Prenons A comme centre d’homologie, la 
droite GH comme axe d’homologie, et supposons que 
B et C se correspondent. On voit alors facilement 
que si Ton cherche par la rfegle indiquee ci-dessus 
riiomologue de E, on trouve F, car BE et CF se 
coupent sur I’axe, et par suite sdnt liomologues, et 
1 homologue de F est E, car BF et CE se coupant sur 
I’axe d’homologie sont aussi deux droits homo- 



SCR L4 PHILOSOPIHE BES MATHKM ATIQI'E 


logues. C’est la Vhomologie hannonique, dont nous 
avions parl6. 

Dobbobs maintenanl des nunidros aiix difl^renls 
poiBls de la droite BC. Ao point A, nous inettrons 
riniiiii, au point B zero, an point G ruoitd, ao point 

1 

D, noos mettrons et nous dirons que D est 

le point moyen entre B et C ; le point moyen entre 
deux antres sera le conjugue harmonique de A par 
rapport k ces deux autres. 

Au point moyen entre B et D nous mettrons ~ 


au point moyen entre B etc nous mettrons-, en ge- 
neral, au point moyen entre ceux ayant les nume- 

(t -t b 

ros a et b nous mettrons — ^ • 

II sera facile aussi de trouver le point K tel que C 
soit moyen entre B et K. Ce point portera le nu- 
mero 2 et ainsi de suite. 

Mais porlons notre attention sur les points dont 

les num^ros sont — et — , en prenant les points 


entre 


entre 


movens entre 0 et 


entre 


et U on aura les points 


on pourra 
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continuer ainsi. Avant d'aller plus loin on pent 

1 3 

remarqiier qiie les poinis -7 el -7 ^not llllllll■|lo:rfle^ 

4 4 

ticins riiomologie liarmonlcfuedoBt nms avoiis parle 
car les quadrilateres an iiioyeB desqiiels m les eoas- 
irult soat homologues Fiia de Ftalre, II eu sera tie 


% 



Fig. II 


m^oiB des polals et et ea general de deax 
00 

points dont la somme des num^ms esi 1. 

Cette remarque est fori importanle. En general, 
les points dont les nom^ros soul a el 6 sent tionio- 
logues dans une homologie harmoniqoe dont k 
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centre est A et dont I’axe d’homologie est la droite joi- 
gnant le point G au point moyen entre les deux points 
a, b. Alors si on prend d’autres points de num^ros 
c et d, tels que a + a? = c et b — x=- d, ces deux 
points, on le verra facilement, seront homologiques 
dans rhomologie consideree, car les quadrilateres 
de Staudt qui servent ^ construire Fun, sont homo- 
logiques de ceux qui servent a construire Fautre. II 
en rdsulte que si a + 6 = c + d, le point moyen 
entre les points dont les numdros sont a et 6, est 
identique au point moyen entre ceux dont les nu- 
meros sont c et d. II 6tait n^cessaire de d^montrer 
cela, sans quoi on n’aurait pas eu le droit de donner 
au point moyen entre a et 6, le numero moyen arith- 
metique, puisque des points dont les numeros au- 
raient eu m^me moyenne arithmdtique n’auraient 
pas eu m^me point moyen. 

Le mode de numdrotage ne donne que les points 
dont les numdros sont des fractions ayant pour dd- 
noniinateur une puissance de 2. Mais eu poussant 
la subdivision sufBsamment loin, on pourra appro- 
clier autant qu’on voudra d’un point quelconque. 
Alors en se repoftanta ce que nous avons dit du 
continu, on verra que lout point a un numdro. 

II est facile de voir, de plus, que les points voisins 
du point A ont pour nurndros de trds grands nom- 
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bres. Ceci s’accorde avec ce fait que I’infini est le 
num^ro du point A. 

Quand on aura num6rote une droite, on pourra 
en numeroter une autre situ^e dans le m6me plan, 
en la consid^rant comme perspective de la premiere 
d’un point de vue quelconque. On aura le m6me 
num^rotage que par le procdd6 direct, car les cons- 
tructions donnant les points successifs ont pour 
images des constructions toutes pareilles dans la 
figure projet^e. 

Ceci permet de d^montrer un point interessant 
laiss^ de c6t6 dans ce qui precMe. Si A et D sont 
conjugu6s par rapport a B et C, B et C sont conju- 
guds par rapport A et D (fig. 13) . 

D’apr^s la remarque faite ci dessus, des points 
conjuguds ont pour perspective des conjugues. Or, 
sur la droite AG, d’apr^s la construction mSme, 

A et G ont pour conjugues les points R et T ou CE 
et BF coupent AG. (Ils n’ont pas dt6 marques sur la 
figure.) En projetant du sommet sur AB les points / f( 
ARGT se projettent en ABCD, et puisque R et T 
sont conjugues par rapport a A et G, on en conclut 
que C et B sont conjugues par rapport ^ A et D. 

Voyons maintenant comment estmodifie le num6- 
rotage lorsque les points B et C sont remplac6s par 
d’autres. 
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Supposons d’abord qu’on echange B et C, c’esM- 
dire que, au lieu des num^ros 0 et 1, on metle 1 et 0. 
Les points dont les num^ros sont x. et 1 — x serpnt 
simplement changes Tun dans Tautre, le nouveau 
numero sera lie au numero primitif par la formule 

y=zi — X. 

Supposons qu’on mette k la place de B et C deux 
autres points quelconques. Le point A aura toujours 
pbur numero I’infini. Quant aux points B et C ils ont 
maintenant des numbros b et r, le point D a pour 
numbro la moyenne arithmbtique entre b et c, et 
Ton verra d’une fagon gSnbrale, que le point dont 
le numbro btait ar a maintenant pour numbro 
bX (i —x) + GX,. 

Appelons eloignement de deux points la diffe- 
rence de leurs numeros, on verra alors que si Ton 
considere reioignement de deux points quelconques 
divise par reioignement do deux autres en ligne 
droite avec les premiers, ce quotient ne dependra 
pas des valeurs choisies pour b et c, il reste par con- 
sequent le mbme, quels que soient les points B etC 
pris pour base du numerotage, pourvu qu’on ne 
change pas le point A. 

Numerotage d*une droite quelconque. — Nous cout 
siderons un plan P, que nous ne changerons jamais 
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pouf un autre, et que nous nommerons le plan ab- 
solu. Consid6rons une droite quelconque, qui coupe 
ce plan en A. Prenons sur cette droite deux points 
B et C quelconques, et servons-nous de ces trois 
points pour 6tablir sur cette droite un num6rotage, 
ainsi qu’il a ^t^ explique ci-dessus. Le rapport de 
deux segments, MN et R.T situes sur cette droite sera, 
par definition, le rapport des eloignemenls, defmis 
ci-dessus, et independant, conime on I’a d6jii dit, 
des numeros de B et de C. 

Si nous projetons la droite sur une autre, en pre- 
nant le sommet de projection dans le plan absolu, 
ABC se projetteront en abc que I’on numerotera 
conime ABC, et alors un point quelconque de la 
droite aura meme numero que sa projection. Le 
rapport de deux segments sera done 6gal celui de 
leurs projections. 

On pourrait appeler droites pseudo-paralleles deux 
droites qui secoupent dans le plan absolu. 

Or, a I’aide de ce principe : le rapport de deux 
segments est 6gal k celui de leurs projections, on 
pent 6tablir toute la geom6trie projective. 

Voici une mani^re de proceder. On dtablit d’a- 
bord le th^or^me des transversales. Une mdthode 
due Poncelet, et trop peu connue, consiste d pro- 
jeter les segments sur une droite parallfelement ii Id 
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traasversale. La relation k deniontrer entre les seg- 
ments est remplac^e par une relation entre leurs 
projections, et cette relation est uiie identity. Pour 
adapter cette m^thode k notre theorie, il sufTit de 
remplacer les projetantes paralleles a la transver- 
sale par des pseudo-paralleles. 

Maintenant, le theorenie du ppport anharmoni- 
que, fondement de la g^om^trie projective, se de- 
duit dll thtoreme des transversales, (Voir la geome- 
tric eiementaire de MM. Nievenglowski et Gerard, 
tome I, page 242, Ex. 2.) 

On pent aussi faire une gdometrie analytique. 
Prenons trois axes OX, OY, OZ, et projetons un 
point quelconque sur OX, en menant un plan par 
ce point et par la droite suivant laquelle le plan 
YOZ rencontre le plan absolu. Ce plan coupera OX 
en un point qui aura un certain numero, OX ayant 
eteau prealable numerote. En re petant cette cons- 
truction pour OY et OZ, on volt que Ton obtiendra 
trois numeros pour chaque point de Tespace. 

On etablira comme d’habitude les formules don- 
nant les coordonnees d’un point qui divise un seg- 
ment dans un rapport donn^, en remplagant les 
paralleles par des pseudo-paralleles dans toutes les 
constructions, on d^montrera ensuite qu’une equa- 
tion du degre repr^sente un plan, etc. 


NOTE II 


6CLAIRCISSEMENTS DIVERS 

lo Sur la thiorie des groupes et sur le raisonnement 
en general. 

A propos de la gdometrie et des principes de cette 
science, j’ai 6te amend ci ddfinir ce qu’on entend par 
transformation et par groupe de transformations. 
Cette notion de transformation et de groupe'acquiert 
dans les sciences mathematiques, aussi bien en ana- 
lyse qu’en gdoitidtrie, une place de plus en plus 
grande. 

J’ai prdsentd cette notion comme une operation 
faisant correspondre k chaque point un point, mais 
on pent envisager les choses d’une faQon bien plus 
gdiidrale. Je vais le faire ici, tout en restant aussi 
dlementaire que possible. 

Nous considdrons un ensemble E. Les objets com- 
posant cet ensemble sont de nature quelconque. II 
suffit pour que I’ensemble E soit defini que: II y 
ait un moyen de reconnaitre si un objet appartient 
ou non k Tensemble ; 2® II y ait un moyen de recon- 
naitre si deux objets de I’ensemble sont distincts ou 


non. 
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Supposoas que pour donner un objet de I’ensem- 
ble, il faille donner quantiles (comme pour don- 
ner un point de I’espace il faut donner ses trois 
coordonnees). Nous dirons alors que I’ensemble 
consid^r^ est a n dimensions; les n quantity 
pourront 6tre appel^es les coordonn6es de chaque 
objet. 

C’est ainsi que I’ensemble des spheres est ^ quatre 
dimensions, car pour definir une sphere, il faut 
donner les trois coordonnees de son centre et de son 
rayon. Nous avons du reste expliqud ailleurs, avec 
quelques details, cette notion surlenombre de di- 
mensions d’un ensemble. 

Une 'transformation, ou correspondance, sera aims 
un moyen de faire correspondre chaque objet, ou 
comme nous dirons, fi chaque eUment de 1 ensemble, 
un autre objet ou element soil du meme ensemble 
soil d’un autre ensemble.’ 

Nous envisageons d’abord les transformations fai- 
sant correspondre a chaque element dun certain 
ensemble E, un element dU meme ensemble, Il suf- 
fira, pour definir une pareille transformation, de 
donner des formules permettant de calculer les coor<- 
donnees de veiement correspondant a un element 
donne, connaissant les coordonnees de celui-ci. La 
sreometrie fournit un grand nombre d'exemples de 
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transformations. Citons les transformations de con- 
tact deM. Lie. 

Voici’ce que M. Lie nomine 61,6menl de contact. 
C’est rensem'ble d’un point et d’un plan passant par 
ce point. L’ ensemble de tons les el6ments de contact 
estfi cinq dimensions. Pour le montrer a un lecteur 
peu familier avec la g6om6trie analytique, suppo- 
sons trois axes rectangulaires. Un point sera dfefini 
quand on donne trois quantites, ses trois coordon- 
n(5es. Un plan passant par ce point sera d6fmi quand 
on donne en plus les deux points od il coupe deux 
des axes, et par consequent les distances de ces 
pdints au point de concours des axes. Cela fait bien 
en tout cinq quantitds. 

On ditqu’un element de contact appartimt h une 
surface, s’il est forme d’un point de la surface et du 
plan tangent en ce point ; qu’il appartient & une li- 
gne, s’il est forme d’un point de la ligne et d’un plan 
passant par la tangente en ce point. L’ei6ment est dit 
appartenir a un point A, s’il est forme du point A et 
d’un plan quelconque passant par A. Les transfor- 
mations de contact de Lie font correspondre h cha- 
que element de contact un autre element, de faqon 
qu’a tous les elements dfipaWewawi k une meme mul- 
tiplicite (surface, ligne ou point) correspondent tous 
les elements appartenant § une meme multiplicite. 
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Defmissons maintenant le produit de deux trans- 
forruations. Si une iransforniation T change un point 
A dans un point B, et une seconde S change le point 
B dans le point C, la transformation qui change Aen 
C et qui ^quivaut par cons4quent 4 T et S faites ouc- 
cessivement se nomraera le produit de T par S, et se 
d4signera par TS. 

II faut observer que le produit de T par S n’est 
pas egal a celui de S par T : on n’a pas en general 

TS = ST. 

Mais le produit de T par SU, est 4gal au produit 
de TS par U, en sorte que T(SU) = (TS)U. On le 
voit facilement de la faqon suivante : si T change 1’4- 
lament A en B, si S change B en C, tandis que la 
transformation U change C en D, alors SU change 
B en D, T (SU) change done A en B puis B en D, 
e’est-h-dire change A en D. TS change A en C(TS)U 
change done A en C, puis C en D, e’est-h-dire A en D. 
Done T(SU) et (TS)U ont bien le m4me, effet, changer 
A en D. 

La transformation inverse de la transformation S 
qui change A en B, est par definition celle qui change 
B en A. On la ddsigne par S"'. Le produit d’une 
transformation par son inverse change A en B puis 
B en A, e’est-a-dire change chaque 414ment A en lui- 
r’Act Haha la transformation identique, qui 
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Be change rien. On la clfeigne par.le nombre 1, parce 
qu’en multipliant quelque chose par un, on ne le 
change pas. 

- Un groupe de transformations est un ensemble de 
transformations tel que le produit de deux quel- 
conques d’entre elles, et I’inverse de chacune d’elles,. 
fasse encore partie de rensemble. 

Toules les transformations conservant quelque 
chose, forment un groupe. Prenons par exemple en 
g^omdtrie les transformations conservant les lignes 
droites cest-i-dire transformant une premiere droite 
en une seconde droite.. II est clair que le produit de 
deux pareilles transformations changeant une pre- 
miere droite en une seoonde etcelle-ci en une troi- 

sieme fait aussi partie diigroupe. 

Venous e la notion, dont nous avous deja parld a 

propos du.postulaturh, de groupes isomorphes, et 

de structure d’un groupe. 

soit: G un groupe, , S une transformation de ce 
groupe H une transformation ne faisant pas partie 
du groupe, et pouvant meme changer les elements 

de l’ensembleE dans ceux d’un awlre ensemble. 

Supposons que S change A en B, que H change 
en 0 , B en b. La transformation S' qui change a en a, 
sera’nomm^e la trahsformee de S par H. C’.est la 
transformation H-'SH ; en effet H ^ change a en A, 
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S change A en B, H change B en 6 ; le produit consi- 
ddre change done a en 6. 

A chaque transformation S, correspond ainsi une 
transformation S', an produit de deux transforma- 
tions correspondra le produit des deux transforma- 
tions correspondantes, car si deux transformations 
changent, la premiere A en B, la deuxieme B en C, 
le produit change A en G. Si H change A, B, C en 
a, b, c, ies transformations correspondantes change- 
ront la premiere a en b, la deuxiOme & en c, et leur 
produit changera a en c. Ce produit correspondra 
done bien au produit primitif . 

Dfes lors, le groupe G se transform era en un groupe 
G'/ on dit que les groupes G et G' sont isoinorphes, 
ou qu ils ont m^me texture. 

Si on transforrne tous les elements de 1 ensemble 
E par une transformation H, on obtient un second 
ensemble E'. A deux Elements de E qui sont dans 
une certaine relation R, correspondront deux 616- 
mcnls de E'. Nous dirons que ces deux 616ments 
sont dans la relation r transformee de R. Cela vou- 
dra dire simplement que ces deux 61ements sont les 
transformes de deux autres qui sont dans la rela- 
tion R. 

A tnntA ■rtrnnri6t6 du uremier ens&mble, corres- 
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pondra ainsi une propriety clu second, a tout raison- 
nement concernant le premier ensemble on pourra, 
par une sorte de traduction, ou de substitution e 
mots,faire correspondre un raisonnement concer- 
naiitle second. Nous dirons encore que ces raison- 
nements ont m6me forme, ou m6me texture. 

On pent imaginer des transformations bien diver 
ses. Supposons qu’a' un point et une epoque, on 
fasse correspondre un point.et une autre epoque. Je 
precise ; un point est determine par 3 coordonnees, 
ic w 2 el le temps par une seule quantity t, chaque 
mque correspondent a chaque valeur de Soient 
4 autres variables X, Y, Z, T,, qui sont des fo^tions 
de*, y, s, £■ Ces 4 autres nouvelles variables d^fim- 
ront un autre point et une autre epoque. A un point 
en repos correspondre un point en mouvement. 
Malgr6 cela deux groupes transfornies I’un de 1 au- 
tre :par une telle transformation auront rafeme tex- 

L’id^e generate que I’on peut d^gager de la est 
celle-ci. On peut interpraer I'univers de bien des 
• facons, mais si deux manieres d’lnterpraer les p i 
nomenes sont difldrentes, qlles auront 
m6me texture, dans le sens donne plus haut 
mot II y a beaucoup d’arbitraire dans la facon dont 
nous interpraons les cho.ses, pour les adapter a no- 
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tre esprit, mais la texture de rinterpr^tatioii est 
unique. 

Sur les notions premieres 

L’impossibilite de tout ddfmir est ime chose par- 
faitement certaine. II y a done des clioses dont on ne 
peut donner la ddfmition; Malgr6 cette evidence, 
beaucoup de personnes s’ingdnient h definir les 
iddes les plus simples, et comme elles emploient 
pour cela des mots plus compliquds, les personnes 
qui. les lisent trouvent avec raison que cette pliilo- 
sophie est une chose bien obscure, bien peu in- 
lellig’ible. 

Prenons la notion de uombre : un nombre ddter- 
mind^ par exemple le nombre sept. Que signjfie cette 
proposition : il y a sept billes dans un sac. L’dcolier 
ailquel cette question serait posde ne serait pas em- 
barrasse pour rdpondre. II vous montrerait comment 
on compte les billes- Le philosophe, lui, n’a jamais 
pu en sortir. Pour moi, je crois que Tdcolier a rai- 
son. Comprendre le sens d’une proposition, de la nar 
ture de celles que j'ai nommdes faits relatifs, e’est 
savoir faire robservation ou Texperience ndeessai- 
res pour constater sa vdfitd ou sa faussetd. L’dcolier 
sail faire rexpdrience, done 11 comprend le sens de 
la nroDOsition. 
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Prenons la notion d’addition. L’ecolier sait bien 
ce que c’est qu’ajouter upe bille a une collection de 
billes placees dans un sac. L’operalion a faire pour 
ajouLer I’unit^ a une collection peut d’ailleurs chan- 
ger selon la nature de la collection. Ajouter un wa- 
gon ^un train est une operation assez compliquee 
ndcessitant un effort physique assez considerable. 

La notion de nombre a ceci de particulier qu’elle 
s’introduitdans le raisonnement inline, en sorte que 
certaines regies de logique n’auraient pas de sens si 
Ton ne savait pas compter. Par exemple, je veux 
ddmontrer le thdoreme de Pascal. « Si un hexagone 
est inscrit dans une section conique, les points de 
rencontre des c6tds opposes sent en ligne droite. )> 
Je suppose done un hexagone, ABCDEF. La phrase 
queron prononce habituellement est celle-ci : Soit un 
hexagone ABCDEF, Ceci suppose que je sais compter 
jusqu’a six, et. constater que A, B, G, D, E, F est une 
collection de six. lettres. Les exemples analogues 
sont extiAinementabondants. 

3° Sur la definition des sciences et leur classification, 

Ne m'^tant occup6 que des sciences rationnelles^ 
je n’ai rien dit dans le nourant du volume sur la 
classification des sciences, D’ailleurs un tableau sy- 
noptique des differentes especes de science avec des 
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subdivisioos n'offre pas beaucoup d'int^rSt. Une 
classification detaill6e est.forcement artificielle. Je 
me bornerai ici a quelques considerations sur lade 
fmition d’une science et la distinction entre difie- 
rentes especes de science. 

11 n’y a pas de ligne de demarcation bien tranchee 
entre les sciences rationnelles etles sciences expert- 
ttientales. Comme nous I’avons explique ailleurs, 
par radjonction de principes nouveaux, dont Fexpe- 
rience verifie toutes les consequences, on rend ra- 
tionnelles les difierentes branches des sciences phy- 
siques. 

11 y a, il me seinble, entre les sciences physiques 
et les sciences naturelles une demarcation beaucoup 
plus nette. Les unes etudient des phenomenes pos- 
sibles, les autres des phenomfenes reels. L’optique 
geometrique, par exemple, etudie la marche de la 
luiniere dans les milieux transparents. C’est une es - 
pece de geometrie. On realise, il est vrai, lesmiroirs, 
les prismes, les lentilles, objets de cette science, 
mais on pent realiser aussi les objets dont s’occupe 
la geometrie. 11 n’y a pas 1^ une difference essen- 
tielle entre les deux especes de science. Mais, tandis 
que les sciences mathematiques et physiques etu- 
dient des objets qu’on pent realiser, qu’on realise 
arlificiellement dans les laboratoires, les sciences 
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naturelles au contraire^tudient les pli^nonienes qui 
se produisent d’eux- monies, saus ^tre provoqu^s. 
La difference apparait bien nettement, quandl’objet 
pent se presenter sous un double aspect naturel 011 
artificiel. L’etude chimique de la silice, par exemple, 
differe beaucoup de retude de ce ineme corps en 
inineralogie. La silice preparee artificiellement, la 
silice geiatineuse par exemple, neressemble guere 
au quartz (cristal de rocbe, ou amethyste). L’etude 
de ces beaux cristaux qui se rencontrent dans la na-. 
ture, a du reste une partie geometrique, que je me 
borne k signaler, la cristaUographie. 

L'astronornie est une science naturelle : elle etudie 
des phenomenes sur lesquels nous ne pouvons avoir 
aucune espece d’influenQe.^^^^S on la classe babituel- 
lement dans les sciences mathematiques, cela tient 
k sa methode. La simple observation des astres, la 
determination de leurs positions sur la spbere ce- 
leste exige A 6 jk I’ernploi de la geometrie. II faut du 
reste corriger le resultatbrut des observations. L’at- 
mospliere d’une part fait eprouver aux rayons lu- 
mineux une deviation, d’ou la correction de refrac- 
tion, D’autre part la direction apparente de ces 
rayons est modifiee par ;Ie mouvement de la terre. 
Le mouvement de la luipiere que nous observons 
est son mouvement relatif par rapport au globe ter- 
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n'slre, non son mouvement absolu. De Hi une au- 
tre correction n^cessaire, la correction d'aberra- 
tion. 

La mecaniqtie cMeste, branclie la plus elevee del’as- 
trononiie, esl aussi la plus niathematique. La loi de 
Fattraction universelle rdgit ii elle seule le rnouve- 
inent des astres. Certains ouvrages de vulgarisation 
faits sans doute par des personnes ignorant la m6- 
canique, et dont j’ai eu un jour sous les yeux un 
.specimen, tendent ^ donner, de la loi de V attraction 
miverselle, une idde compl^tement fausse. On y fait 
intervenir k tort, avec la force d’attraction, une autre 
force qu’on ndnime force centrifuge. Pour faire com- 
prendre en quelques mots k des personnes non au 
courant de la mdeanique, en quoi consists la loi de 
I’attraction universelle, on peut proedder comme il 
suit, en evitant d’employer le mot force. On d4flnit 
d’abord Faccdldra.tion comme nous I’avons fait, k 
propos de la mdcanique. Cette notion dtant acquise, 
la loi de I’attraction universelle consistera en ceci : 
Si deux points matdriels'A et B sont en presence, 
I’acceieration de Fun d'eux, A par exemple, est di- 
rigee de A vers B. Sa grandeur s’obtient en divisant 
la masse de B par le carrd de la longueur AB, et 
multipliant le resultatperuncoefidcientdontlavaleur 
depend du choixde8,uj)tites.:de longueur, de masse. 
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et de temps. Dans le sySt^nie d’unit6s de Gauss, ce 
coefficient est egal k un. 

Parmi les sciences naturelles, il faut mettre k part 
celles qui concernent les ^tres vivants. Ici les ma- 
th^matiques n’interviennent plus que dans la thdo- 
rie des instruments d’observation. Du reste, tout ce 
qui ne se d^couvre pas par I’observation pure et 
simple, elle-m6me parfois fort difficile, est extr^me- 
ment obscur. Quelques personnes croient que les 
lois de la m^canique suffisent k expliquer la vie. II 
est certain que non, et voici pourquoi : Les lois de 
la m6canique nous permettent de trouver les Equa- 
tions du mouvement d’un systEme, quand les foroes 
sont donnEes ; ce sont des facons de prEciser ce que 
veut dire cette expression : (( Telles et telles forces 
agissent sur un systeme matEriel Mais les lois de 
la mEcanique ne font jamais connaitre les forces, 
elles ne dEmontrent mEme pas la loi de Fattraction 
universelle. A plus forte raison ne font-elles pas 
connaitre les forces agissant dans un Etre vivant. 
Supposez un savant geometre^ venant d’une planete 
ou Fon ignore la dynamique, et voyant fonctionner 
une locomotive." S’il se persuade que c’est la fa^on 
dont les pieces sont agencEes,> la disposition rriEme 
de la machine qui produit le mouvement, il com- 
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luellrii hi nuhne erreur que le pliysiologislc ra^caui- 
que. Lo ilt5termiaismo mteniiiue, opinion plus ra- 
•dicale, niais plus vague que la prdc6deiUe. c’est que 
les lois pliysico-chirniques ddtermiueut tout, mdme 
les inouvements volontaires. Gependant, en affir- 
mant (jue ma volontd produit le mouvement de mon 
doigl, je n’aflirme rien autre chose que ceci : « Si je 
veux mouvoir mon doigt, il se meut. » C’est Ifi un 
fait experimental. Tout autre sens donnd k la propo- 
sition enoncde est un sens mdtaphysique incoin- i 
prdhensible. 

Quelques autres branches des connaissances hu- 
inaines, qu’on ne classe pas toujours parmi les i 
sciences, vont faire Tobjet d’un rapide examen. Ci- 
lons d’abOrd la geograpkie. On ne comprend pas bien 
pourquoi cette science lide intiinement i la giodesie, 
k la geologic, la tbdorie des pMnomines de I'aimos- 
p/iere.toutes branches des mathdmatiques appliqudes, 
est considdrde en France comme une annexe de 
riiistoire. La thdorie mftme des cartes giographiques > 
sort du doinaine dldmeitaire. Au point de vue de 
I’objet etudid, la gdographie se place cdte de I’as- 
tronomie. C’est rdtade d’une plandte particuliere, la 
seule pour laquelie :^s connaissances' soient trds 
ddtaill6es^^.”^;^V^|i:?’’‘'■’3^, ,'’i 


ECLAIRCISSEMENTS DIVERS 


.'343 


II resle k parier des sciences historiques, des 
sciences sociales et economiqiies. Je ne dirai rien de 
I’histoire, c’est en somme la connaissance d’une se- 
rie de fails. Des reflexions pliilosophiques sugg6rees 
par les fails, on lirera je crois difficilemenl des lois 
g6n6rales assez precises pour servir dans un raison- 
nemenl. Lea sciences 6conomiques mdrilenl noire 
altenlion* Voici un exemple de probleme ^conomi- 
que que Ton peul Irailer malhemaliquemenl, Ad- 
niellons les deux principes snivanls : 1° Sur un mar- 
che, lesprix se fixenl de fagon ^donnerau vendeur 
le b6n6fice maximum ; 2° Si le prix de venle aug- 
mente, la quanlild de marcbandise que Facheleur 
esl disposd k acheler ne peul que diminuer on resler 
la tn^me, elle ne peut augmenter. 

Si Ton dtudie dans cetle hypolhese, Teffel produil 
sur le prix d’une marcbandise par un imp6l, un 
calcul simple permetlrail de deinontrer : 1° Que le 
prix de la marcbandise doil augmenter ; 2° Que, mal- 
grd cela, le b^ndfice du vendeur sera moindre (parce 
que la quanlile acbelee diminuera) *, 3° Que Taug- 
mentalion du prix de la marcbandise peul, dans 
certains cas, surpasser la taxe dpnl elle esl imposee. 

Je n’ai pas encore parld de la psychologie. C’est 
I’dlude des pb^nomenes de la pensee, pb6nomenes 
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<l(ml notw avoiia tme conscience directe. II y a deux 
<Volcs ; la vieille, qui veut qu’on observe directe- 
meat ees pin^aomfenes, grAce A la conscience que 
nous on avons ; la nouvelle, qui veul faire de la psy- 
<*hologie one annexe de la physiologic, Je n’ai pas a 
me prononcer sur cette question en dehors du sujel 
traitd, rnais si Ton pouvait, A I’aide d'un microscope 
observer le cerveau d’un homrae vivant, je crois bien 
que les pensees de la personne ne courraieut pas 
grand risque d'Atre d6voildes. 
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Page 9, ligne lo: au lieu de: 0, lire: D" 

Page 80, ligne 10 

au lieu de : Tangle AGL 
lire: Tangle A. GL. 

Page 89, ligne 1 : au lieu de: n — 8, lire: 4n — 8 
Page 149 ; 

au lieu de : CHAPITRE X 
Jire : CHAPITHE V. 

Page 225, ligne 20: au lieu de: F, lire: H 
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